
 

 

  
  
  
  
  
  





 

 

ଘ ࡑشম یਠീ঒ مฬ  
  مقدمه 

) ويژه سال دهم رشته رياضـي  1رو شده است. كتاب حاضر نيز در راستاي كتاب رياضي ( هاي دبيرستاني نيز با تغيير روبه با تغيير نظام آموزشي، كتاب
ايم كه تمام مطالب كتـاب   چنين سعي كرده مهاي كتاب درسي نوشته شده است. ه بنابراين مطالب اين كتاب مطابق با همان سرفصل ،و تجربي است

  طور مفهومي مورد تجزيه و تحليل قرار گيرد.  درسي با دقت و به
تـر كـردن    تر پرداختـه و از نظـر دقيـق    اند اما ممكن است در بعضي موردها به بحث بيش ها يا قراردادهاي كتاب دقيقاً مطرح شده در اين راستا تعريف

چنين ممكن است نحوه ورود به يك مفهوم و يا مطلب بـا نحـوه ورود آن    رو شويد. هم تري روبه جود دارند با مطالب بيشهايي كه و ها و چالش مفهوم
  در كتاب درسي متفاوت باشد.

  باشيم، پرسشي است كه شما عزيزان بايد پاسخ دهيد.   هاي جديد آموزشي است، حال تا چه اندازه موفق شده در ساختار كتاب هدف ارايه روش
  هاي كتاب به شرح زير است؛ تر ويژگي بيش

  
  تر، بپردازيم.  هاي تا حد امكان دقيق سعي شده است در شروع مفاهيم به روش حل مسأله وارد مفهوم مورد نظر شده و سپس به ارايه تعريف. 1
تـر   هـاي سـاده   بر اين بوده كه در ابتدا از مثـال  هاي متعددي در مورد آن مطرح شده است كه سعي هاي اساسي مثال ها و مفهوم بعد از ارايه تعريف .2

  استفاده كنيم. 
  تر بر مفاهيم دست يابد.  آموز بتواند به تسلط بيش به منظور تثبيت بهتر مفاهيم تعدادي فعاليت نيز در كتاب گنجانده شده تا خود دانش .3
توانـد مـورد    آموزان نباشد، اما مـي  د ممكن است مورد توجه همه دانشبرانگيز است كه هر چن هاي مهم اين كتاب، بررسي مفاهيم چالش از ويژگي .4

  كنند واقع شود.  استفاده همكاراني كه كتاب سال دهم را تدريس مي
هـاي   تمـرين بـا عنـوان تمـرين    باشد و در پايان هر فصل نيز تعداد زيادي  آموزان مي هاي به اندازه كافي براي دانش پايان هر بخش شامل تمرين .5

تـر بـراي    يا كتاب جداگانه خواهد بـود، تـا فرصـت كـافي بـراي تفكـر بـيش        CDها در يك  اي و پيشرفت گنجانده شده است. پاسخ تمرين هدور
  آموزان وجود داشته باشد.  دانش

  الب بالاتر از سطح كتاب ياري دهد. ها را در يادگيري مط آموزان آن  باشد تا متناسب با علاقه دانش تر بدانيم نيز مي هايي به نام بيش كتاب داراي بخش .6
توانـد از آن   اش مـي  آموزي متناسب بـا نيـاز خـود و مدرسـه     باشد كه هر دانش اين كتاب مجموعه كاملي از مفاهيم درسي با بياني ساده و روان مي .7

  اب استفاده كنند. آموزان خود از كت توانند با توجه به سطح دانش استفاده كند. حتي دبيران و مدرسان اين درس نيز مي
اي در كتاب پرهيز شده است زيرا اعتقاد اينجانب بر اين اسـت كـه در سـال دهـم درگيـر       هاي چهار گزينه لازم به ذكر است كه از آوردن پرسش  

  باشد بلكه مضر خواهد بود، زيرا مانع تفهيم اساسي مفاهيم خواهد بود.  آموزان با نكات تستي نه تنها مفيد نمي كردن دانش
جانـب قـرار    از خوانندگان عزيز تقاضا دارم كه ما را از هر نوع پيشنهاد دريغ ندارند و نظرات خود را از طريق انتشارات يا مستقيماً در اختيـار ايـن    

  چنين از همكاران گرامي تقاضا دارم كه در استفاده و نقل مطالب كتاب امانت را رعايت كنند.  دهند. هم
  كنيم.  كنند تشكر و قدرداني مي هايي را فراهم مي م انتشارات مبتكران كه زمينه چاپ چنين كتاباز آقاي دهقاني مدير محتر

هاي حروفچيني، نقطه نظرهايي را نيز بيان كردنـد، نهايـت    با دقت فراوان كتاب را مطالعه و علاوه بر اصلاح غلط آز جناب آقاي محمود محمدي كه
  تشكر را دارم.

  شود.  اند تشكر مي سازي كتاب براي چاپ انجام داده كاري كامل را براي آمادهاز جناب آقاي مبين كه هم
كـه بـا حوصـله     ، رضـيه صـفريان  فـرد  اند و خـانم سـمانه ايمـان    چيني كتاب انجام داده از سركار خانم فيروزه مرادي براي صبر و دقتي كه در حروف

  كنم.  اند تشكر مي بودن آن انجام دادهنمودارهاي كتاب را با توجه به رنگي 
    محمود نصيريمحمود نصيري  
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  . دنبالهو  الگوست. مجموعه، ااين فصل شامل دو بخش 
  

هاي رياضي است. بـه همـين دليـل     ترين مفهوم ترين و هم اساسي در يكي دو قرن اخير مجموعه يكي از ابتدايي
ان كـاربردي پيـدا   هاي رياضي چن ـ ها در تمام شاخه شوند. مجموعه ها آشنا مي آموزان از دوران ابتدايي با آن دانش

هـاي قبـل بـا     ها وابسته به مجموعه اسـت. هـر چنـد در سـال     هاي اوليه خيلي از اين شاخه م كرده است كه مفهو
هـاي   كنيم و تمام ويژگـي  هاي مجموعه شروع مي ترين مفهوم شويد، اما در اين كتاب از ابتدايي مجموعه آشنا مي

چنـين در ايـن    كنـيم. هـم   متناهي و نامتناهي را نيز بررسي ميهاي  ها و مجموعه اوليه آن و اعمال روي مجموعه
كنيم. بخش دوم ايـن فصـل    باشد، تعريف مي هايي از اعداد حقيقي مي ها را نيز كه زيرمجموعه قسمت مفهوم بازه

  باشند.  ها مي الگوها و دنباله
ي كـه ايـن ارتبـاط و    طـور  ترين كاربردهاي رياضي كشف و مشخص كردن الگوهاي منظم است، به يكي از مهم

شوند. يكي از مفاهيم رياضي كه در اين راستا به كار بـرده   باشند كه معمولاً تكرار مي هايي مي كشف داراي مرحله
هـا را همـراه بـا     شـويم و انـواعي از دنبالـه    شود دنباله نام دارد. بنابراين در اين فصل با مفهوم دنباله آشنا مـي  مي

دنباله تصـاعد حسـابي و   هاي  ها دو دنباله به نام ترين انواع اين دنباله كنيم از مهم يها بررسي م هايي از آن ويژگي
  كنيم. باشند. ابتدا مفهوم دنباله را در حالت كلي بررسي مي دنباله هندسي مي

  
  

  ، الگو، دنباله مجموعه  اول فصل
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 SETمجموعه 

كلي رياضـيات گسسـته بلكـه در     طور هاي رياضي است كه نه تنها در ساختار رياضيات شمارشي و به ترين مفهوم مجموعه يكي از اساسي
بـر مبنـاي    ،هـا دارد  تـر از مجموعـه   رياضيات پيوسته نيز نقش اساسي دارد. حتي امروزه مفاهيم اوليه هندسه را كه تاريخي بسيار قـديمي 

ها تـاريخ   عهمجمو .كنند، تقريباً غير ممكن است كه در مطالعه رياضي مدرن در هر سطحي به مجموعه برخورد نكنيم ها بيان مي مجموعه
  باشند.  طولاني ندارند به همين دليل يكي از مباحث رياضي جديد مي

GEORGجرج كانتور  CANTOR ،)1918  شود.   ها شناخته مي گذار نظريه مجموعه به عنوان بنيان )1845ـ  
همه افـراد درك   معمولاً ،به آساني قابل درك است شود، زيرا در ابتدا فهم آن ساده است و هاي اوليه محسوب مي مجموعه يكي از مفهوم  

د آن را بـه كـار   ن ـكن بيـان باشد و بـدون آن كـه تعريفـي از آن     شهودي از آن دارند. در واقع مجموعه مفهومي آشنا براي هر سن و سالي مي
هـايي از   انه، همـه و همـه نمونـه   د. مثلاً مجموعه اعضاي يك خانواده، مجموعه گوسفندهاي يك چوپان، مجموعه كارگران يك كارخنبر مي

  باشند.   مجموعه مي
  كنند.   اما در سطوح مقدماتي تعريفي شهودي و غير رسمي از آن بيان مي ،شود ها تعريف رسمي از مجموعه بيان نمي در نظريه مجموعه  
يـك مجموعـه    ينـه هميشـه اشـيا   رود. معمولاً و  هاي بنيادي است كه براي گروهي از اشيا با هم به كار مي مجموعه يكي از مفهوم  

  هاي مشابهي دارند.  ويژگي
  

  نامند.  ها را عضوهاي آن مجموعه مي اي از اشياء بدون ترتيب است، كه آن اي يا گردايه مجموعه، دسته

شود. هر شي مفروضـي   هر مجموعه شامل عضوهاي خود است و دقيقاً با اعضاي خود مشخص مي
  باشد. ه نمييا عضو مجموعه است يا عضو آن مجموع

  

   داشتن است. تعلقكنيم كه به معناي  استفاده مي ها از نماد  براي نشان دادن عضويت در مجموعه  
xنمايش    A  به اين معني است كه شيx  عضو مجموعهA يا  استx  متعلق بهA  .است  
xنمايش    A  به اين معني است كه شيx  عضوA باشد.  نمي  
طور واضح بايد مشخص كنـيم   واره در نظر داشته باشيم آن است كه بهفقط شرطي را كه در اين تعريف غير رسمي مجموعه، بايد هم  

چه اشيايي عضو مجموعه هستند و چه اشيايي عضو مجموعه نيستند. در اصطلاح بايد خـوش تعريـف باشـد. مـثلاً اگـر مـا سـعي كنـيم         
ك آن نشان دهيم چه فردي ما باشد، معيار دقيقي وجود ندارد كه به كتعريف كنيم كه مجموعه همه افراد زيباي دني Pاي مانند  مجموعه

  به اين مجموعه تعلق دارد و چه فردي تعلق ندارد. زيرا ملاك زيبايي در بين افراد متفاوت است. 
  كند. مشخص نمي اي را بنابراين اصلاً مجموعهباشد.  اي خوش تعريف نمي مجموعه Pدر اين صورت، گوييم   

  ها نشان دادن مجموعه
ها وجود دارد. يك روش آن است كه وقتي امكان آن وجود داشـته باشـد، همـه عضـوهاي      هاي مختلفي براي نشان دادن مجموعه روش

Aدهيم. براي نمونه نمايش  مجموعه را بين دو آكولاد قرار مي { , , , }0 1 2    و  2، 1، 0عضـو،   نشان دهنده يك مجموعه بـا چهـار
 باشد.  ميA2  و/ A3 14.  

roster) روش فهرستياين نمايش را    method)نامند.   مي يا ليستي  
Vهاي صدادار الفباي انگليسي  حرف   {a ,e,i ,o,u} دهـيم، تـا تمـايز     را بين عضوها قـرار مـي  » ،  «باشند. در اين روش نماد  مي

  عضوها از هم مشخص باشد. 



  
  9   مجموعه، الگو، دنبالهفصل اول /       

 

  رود كه به زودي تعريف خواهيم كرد.  هاي متناهي به كار مي تر در مجموعه اين روش بيش
اي  توانيد مجموعه نيست و شما مي كليرود اما اين  به كار ميها براي گروهي از اشياء كه ويژگي مشتركي دارند  هر چند كه معمولاً مجموعه  

  } a ،1ها هيچ ويژگي مشتركي نداشته باشند يا هيچ ربطي به هم نداشته باشند مانند، {خودكار، سيب،  بنويسيد كه عضوهاي آن
تـوانيم تمـام   بي يك مجموعه برقرار باشد كـه بـه كمـك آن    ها، وقتي يك الگوي آشكاري بين عضوها در روش ليستي نمايش مجموعه

كنيم. مثلاً وقتي بخواهيم اعداد طبيعـي   عضوها را مشخص كنيم، معمولاً تعدادي از عضوها را نوشته و براي بقيه از چند نقطه استفاده مي
Nصورت  را نشان دهيم، آن را به 100تر از  كوچك { , , , , }99 1 2 3 99  نويسيم. مي   

ايم. البته در اين نوع نوشتن بايـد خيلـي دقـت كنـيم، بـه منظـور        ها استفاده كرده به جاي نوشتن بقيه عددهاي اين مجموعه از نقطه  
  جلوگيري از سردرگمي در اين روش بايد حتماً اطلاع كامل از عضوهاي مجموعه داشته باشيم. 

}مثلاً،    , , , }1 3 15 باشد، اما اين ممكـن اسـت نشـان دهنـده      15 يا مساوي ازتر  ده اعداد طبيعي فرد كوچكدهن ممكن است نشان
}مجموعه،  , , , , }1 3 6 10 كند كه اخـتلاف هـر جملـه از جملـه      مثلثي هستند و از اين الگو پيروي مي يهعدد اول 5باشد كه نشان دهنده  15

  م كه خود معني خاصي دارد. رسي مي 2، 3، 4، 5قبلي را اگر پيدا كنيم به اعداد 
كه آن را  ،هاي مشترك بين تمام عضوهاي آن مجموعه است ها، نمايش به وسيله ويژگي يا ويژگي دومين روش نشان دادن مجموعه  

نامند. در اين روش معمولاً معيار توصيف عضوها در مجموعه يك روش كلامي است، كـه همـراه بـا نمـاد      مي مجموعه سازندهنمايش 
  رود. به كار مي مجموعه

A، به جاي نوشتن مجموعه 20تر از  مثلاً براي نوشتن اعداد اول كوچك   { , , , , , , , }2 3 5 7 11 13 17 19 نويسيم؛  مي  
    x}است 20تر از  عدد اول كوچكA {x |  
فرد خود كه همان ويژگي اول بودن است  منحصربهنشان دادن ويژگي  ها را با مجموعه اعداد اول غير ممكن است پس آن ننشان داد  

  دهيم. ايم به صورت زير نمايش مي و قبلاً تعريف كرده
    }p عددي اول استP {p |  

  نگاتنگي با مفهوم مجموعه دارند.هاي ت رابطه» ويژگي داشتن«و » شرط داشتن«هاي  مفهوم
Sشرط يا ويژگي در مورد{     {x | x  

باشـد. مـثلاً    پذير نمي رود كه نوشتن ليست تمام عضوهاي مجموعه امكان هايي به كار مي ر در نشان دادن مجموعهت شيباين نوع نمايش 
Q شود. صورت زير نوشته مي مجموعه تمام اعداد گوياي مثبت است كه به  
    pوqاند  اعداد صحيح و مثبت pQ x R | x q

     
  صورت،  توانيم اين مجموعه را به مي

    pوq اند  اعداد صحيح و مثبتpQ |q
   

  نيز نشان دهيم. 
  كند.  ها جلوگيري مي اما نمايش اول در موارد زيادي از بعضي ابهام

Aتر از و كوچك 1تر از  بزرگ {xنويسيم،  وقتي مي {x | 6،  
A ،كند كه رممكن است كسي تصو { , , , }2 3 4 5،  يعنيx  را فقط اعداد طبيعي در نظر بگيرد، و ممكن است شخص ديگري بيان كند

از چـه   xاست. بـراي جلـوگيري از ايـن ابهـام بهتـر اسـت مشـخص شـود          6تر از  و كوچك 1تر از  كه منظور تمام اعداد حقيقي بزرگ
ايم، كه معمولاً آن  پذيريم، گوييم يك مجموعه مرجع يا عالم سخن را معين كرده وقتي چنين توافقي را مياي بايد انتخاب شود.  مجموعه

Aاست  6تر از  چكو كو 1تر از  بزرگ {x   دهند. نشان مي Mيا  Uرا به  {x Z |   
Aاست 6تر از  ، كوچك 1تر از  بزرگ {xيا  {x R| .  
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  كاملاً مشخص است.  Aصورت ديگر هدف ما از مجموعه  در اين
  شوند.  هاي مرجع ناميده مي در اين دو نمايش مجموعه Rو  Zهايي مانند  مجموعه

اي معمـولاً   رسد، امـا در نوشـتن هـر مجموعـه     است كه اين عملاً غير طبيعي به نظر مي ءمجموعه مرجع مجموعه در برگيرنده تمام اشيا
به همين منظور مجموعه مرجـع   ،باشد و اين يك امر قراردادي است تر در ذهن ما ممكن است وجود داشته تصوري از يك مجموعه كلي

  باشد.  از اهميت چنداني برخوردار نمي
گيريم. در مواردي مجموعه اعداد طبيعي يا اعـداد   در نظر ميآن كنيم مجموعه مرجعي نيز براي  اي كه در آن كار مي بستگي به حوزه  

  كنيم.  مرجع انتخاب ميصحيح در مواردي تمام اعداد حقيقي را مجموعه 
چنين در تعريف متمم يك مجموعه است كه  توضيح داديم و همبالا كه در است هايي  كاربرد مجموعه مرجع فقط براي جلوگيري از ابهام

  كنيم.  بعداً بررسي مي
  تر سروكار داريم؛ ها بيش هاي مهمي كه با آن مجموعه

N   مجموعه اعداد طبيعي،     { , , , }1 2 3   
W   مجموعه اعداد حسابي،      { , , , }0 1 2   
}   مجموعه اعداد صحيح،     , , , , , , }2 1 0 1 2      
}    ،مجموعه اعداد صحيح و منفي     , , , }1 2 3       

Nواضح است كه   .  
  مجموعه اعداد گويا،   pQ | p ,q , qq 0      

  دهيم  نشان مي مجموعه تمام اعداد حقيقي را به 
E  مجموعه اعداد زوج      { , , , , , }2 0 2 4    
O  مجموعه اعداد فرد      { , , , , , , }3 1 1 3 5     

  صورت نمادهاي رياضي بنويسيد؟  به اي ر ا با مجموعه Oو  Eتوانيد  آيا مي
Eآيا  { n | n }2   وO { n |n }2 1   ها را بنويسيد؟ توانيد آن صورت ديگري نيز مي باشند، چرا؟ آيا به درست مي  

  نويسيد؟ را مي 3هاي صحيح عدد  چگونه مجموعه تمام مضرب

  هاي مساوي  مجموعه
هاي مختلفي نمايش داده شود، بنابراين در اينجا مساوي بودن اين دو يـا چنـد نمـايش اهميـت دارد.      صورت ممكن است يك مجموعه به

  پس بايد مفهوم تساوي دو مجموعه روشن شود.
طبق تعريـف مجموعـه مهـم     ترتيب بنابراين،اند، هرگاه دقيقاً شامل عضوهاي يكساني باشند.  طور غير رسمي دو مجموعه مساوي به  

}مجموعه،  نيست. دو , , }1 3 7 ،{ , , }3 1   اند، زيرا دقيقاً داراي عضوهاي يكساني هستند.  مساوي 7
}چنين دو مجموعه،  هم   , , }1 3 }و  7 , , , , , }1 3 3 7 7 كرار اشـياء يـا   ت اند، زيرا دقيقاً داراي عضوهاي يكساني هستند، بنابراين؛ مساوي 7

عضوها مهم نيست. اين مهم است كه چه شي به مجموعه تعلق دارد و چه شي تعلق ندارد. در اين مثال، دقيقاً سه شي عضو دو مجموعه 
  باشند كه هر كدام در دو مجموعه يكي هستند.  مي

ها در توصيف مجموعـه،   ابمجاز بودن عضو تكراري در مجموعه بستگي به تعريف شهودي ما از مجموعه دارد. بعضي كت 
  دانند. هر كدام مزيت و مشكل خود را دارد.  ها، تكرار عضو را مجاز مي برند و بعضي كتاب كلمه متمايز بودن عضوها را به كار مي

ل موردهاي زيادي وجود دارند كه ما از متمايز بودن عضوها در ابتدا اطلاعي نداريم. حتي در موردهاي ديگر ممكن است دچـار مشـك    
 ،نوشـته شـده باشـد    3وجه آن عـدد   3و روي  2و روي دو وجه آن عدد  1شويم، مثلاً اگر تاسي داشته باشيم كه روي يك وجه آن عدد 
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}صورت  اي به بهتر است فضاي نمونه , , , , , }1 2 2 3 3 }صورت  نوشته شود. اگر آن را به 3 , , }1 2  ـ بنويسيم، هـر دو مسـاوي   3 د و اشـكالي  ان
 ندارد اما در مورد دوم حتماً بايد ذكر كنيم برآمدها هم احتمال نيستند. اشكال مجاز بودن عضو تكراري فقط در تعداد عضوها است كه بايد

 . تنها توصيف متمايز بودن عضوها در تعريفشود ميهر عضو هر تعداد هم كه تكرار شده است، فقط يك بار شمرده  ،در نظر داشته باشيم
  شهودي مجموعه همين برتري را دارد. 

تري دارد. تكرار يك شي به هر تعداد به معني آن است كه به همين تعـداد ايـن شـي در     هاي بيش برتري ،اما مجاز بودن تكرار عضو  
ها عددي نظير  ها را بشماريم و به آن توانيم تعداد عضوهاي آن هايي كه مي مجموعه وجود دارد، كافي است در شمردن عضوهاي مجموعه

  كنيم به تعريف زير توجه داشته باشيم.
  

 
وجـود داشـته باشـند     Sعضـو متمـايز در    mهرگـاه دقيقـاً   مفـروض اسـت.     Sمجموعه 

 mبرابـر   S(مثبت يا صفر) باشد گوييم تعـداد عضـوهاي    عددي صحيح و نامنفي mطوري كه به
|صورت  است و آن را به S | m  ياn(S) m دهيم.   نشان مي  

  

  ف خود مجموعه.كلمه متمايز را فقط در شمردن عضوها ذكر كنيم و نه در توصييعني 

  تواند بيش از يك بار تكرار شود.  چنين يك عضو مي در يك مجموعه ترتيب عضوها مهم نيست هم
  

اند، اگر و فقط اگر هر دو عضوهاي يكساني داشته باشند، بنـابراين اگـر    دو مجموعه مساوي 
A  وB ،گوييم  دو مجموعه باشندA  وB اند هرگاه هر عضـو   مساويA  عضـو ،B    و هـر عضـو
B عضو ،A نويسيم  صورت مي باشد، در اينA B    

  

Aدو مجموعه باشند، براي نشان دادن  Bو  Aبنابراين، اگر  Bكنيم.  صورت زير عمل مي ، به  
xكنيم  فرض مي .1 Aدهيم  ، . . . . . نشان ميx B  
xكنيم  فرض مي .2 Bدهيم  ، . . . . . نشان ميx A   

Aدر نتيجه،  B.  
  ساده است.  ها وقتي بتوانيم عضوهاي دو مجموعه را بنويسيم اثبات مساوي بودن آن  
A ،مثلاً اگر   {x R | x x }3 0     وB { , , }1 0 1 طور كامـل آشـنا    اند، هر چند كه با حل معادله هنوز به ، اين دو مجموعه مساوي
xايد اما  نشده x x(x )(x )3 1 1 0      كه فقط به ازايx , ,0 1 1  پس  ،تساوي برقرار استA { , , }1 0 1 ، كه همان B  .است  
Aاگر  { k | k N}3 2    وB { , , , }1 4 7   آياA B ؟ چرا؟  

تري  هاي بيش هاي بعدي مثال توانيم بنويسيم، كمي متفاوت است در قسمت اثبات مساوي بودن دو مجموعه كه تمام عضوهاي آن را نمي
  كنيم. ن ميبيا

  

Eزوج است{xفرض كنيد   {x |   ياE {x Z |x n}2  كـه قـبلاً    ،ها نيز نمايش ديگري از اعداد زوج هستند . اين
kچنين فرض كنيد،  مطرح كرديم. هم ,m}هر دو فرداندS {y Z | y m k ,      
  اند؟ دهيد اين دو مجموعه مساوي چگونه نشان مي

xصورت مجموع دو عدد فرد نوشـت. پـس اگـر     توان به است. يعني هر عدد زوج را مي S، عضو Eبايد نشان دهيد هر عضو ابتدا  E 
xگاه،  آن n2نويسيد؟ صورت مجموع دو عدد فرد مي . چگونه اين عدد زوج را به  
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n2باشد ديگري چند است؟ آيا عدد،  1مختلف آن را بنويسيد. اگر يكي از اين دو عدد  هاي صورت توانيد به مي 1 فرد است؟  
xتوانيد نتيجه بگيريد  اكنون مي S  چرا؟  

yاست. فرض كنيد  E، عضو Sآن است كه ثابت كنيد هر عضو  ،قسمت دوم اثبات   S طبق تعريف ،S ،y .مجموع دو عدد فرد است 
mدهيد؟  اين دو عدد را چگونه نشان مي r2 1  و k r2 1 . سپس،y m k n2    در نتيجه .y E ،بنابراين .E S .  

 SUBSETزيرمجموعه 

كنيم كه ممكن است تمام عضوهاي يك مجموعه، عضوهاي مجموعه دومي نيز باشند، اكنـون   رد ميها برخو به موردهاي زيادي در مجموعه
  كند. اين رابطه زير مجموعه بودن نام دارد. بالا را بيان   خواهيم واژه و نمادي را معرفي كنيم كه رابطه بين دو مجموعه با ويژگي مي

  

نيـز باشـد و    B، عضـو  Aنـاميم اگـر و فقـط اگـر هـر عضـو        مـي  Bعه را زير مجمو Aمجموعه  
Aنويسيم،  مي Bخوانيم  ، ميA  زيرمجموعهB اد است. نم   .به معني زيرمجموعه بودن است  

  

Aكه نشان دهيم  براي اين   Bاگر  ،، بايد نشان دهيمx  هر عضوي ازA يعني  ،باشدx A، گاه  آنx B  يعني به ازاي هـر .
x A گاه آن، x B كه نشان دهيم  اي درست باشد. براي آن گزارهA  زيرمجموعهB كافي است فقط يـك عضـو در    ،باشد نميA 

  دهيم. نشان مي را با نماد  باشد نمي Bزيرمجموعه  Aوجود نداشته باشد.  Bپيدا كنيم كه در 
Nاست. اي از مجموعه اعداد صحيح  مجموعه اعداد طبيعي زير مجموعه    

)باشد. زيرا  زيرمجموعه اعداد طبيعي نمي ،است 36تر يا مساوي  ها كوچك مجموعه اعداد صحيحي كه توان دوم آن )22 4 36     امـا
N2 .  

Aاست  Aزيرمجموعه خود  Aهر مجموعه    A زيرا هر عضو .A  متعلق به خودA  .است  

EMPTYمجموعه تهي و زيرمجموعه  SET  
. اين مجموعه، مجموعه هيچ عضوي ندارد نيز معرفي كنيم اي را كه مناسب است كه درك خود را از مجموعه توسعه داده و مجموعه ويژه

}يا  شود و آن را با  تهي يا مجموعه خالي ناميده مي   دهيم.  نشان مي {
وري است؟ يـا اساسـاً چنـين    اي كه هيچ عضوي ندارد آيا ضر و شايد بگوييم مجموعه تصور مجموعه تهي در ابتدا كمي مشكل است  

  توان ساخت؟ اي مي مجموعه
x2هاي معادله  آيد. مثلاً، اگر بخواهيم مجموعه جواب اما خواهيم ديد كه اين مجموعه ناخواسته پديد مي   3 0     را در حـوزه اعـداد

xمعادله  جوابدارد، زيرا صحيحي براي اين معادله وجود ن جوابكنيم كه هيچ  صحيح بنويسيم، مشاهده مي 3
2 كه گويـا اسـت   ،است، 

  پس مجموعه جواب آن روي اعداد صحيح تهي است.  ،باشد اما صحيح نمي
Aهاي قانع كننده زيادي براي تعريف مجموعه تهي وجود دارد. مثلاً اگر مجموعه تهي را نداشته باشيم در تعريف  امروزه دليل B بايد ،
Aذكر كنيم،  B شود كه  فقط وقتي تعريف ميA  وB كنيد كه ايـن واقعيـت را    حداقل يك عضو مشترك داشته باشند و مشاهده مي

  توان ناديده گرفت.  نمي
nوجود نـدارد كـه    nها است تهي است. يعني هيچ عدد طبيعي  تر از خود آن ها كوچك ع آنمجموعه اعداد طبيعي كه مرب   n2  .

شود، يعني  هاي آن خورده شود تبديل به يك جعبه خالي از شيريني مي وقتي تمام شيريني ،يك جعبه پر از شيريني را در نظر بگيريد
  است. تر جعبه خالي  طور عاميانه يا بهريني ديگر در آن وجود ندارد به اصطلاح گوييم جعبه خالي از شيريني يهيچ ش

  و تصوري از مجموعه تهي داشته باشيم. كتوانيم در ها مي با بررسي اين نوع مثال  
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زيرا طبق تعريف تساوي دو مجموعه همـه   اند، هاي تهي مساوي اين است كه تمام اين مجموعه ،تر باشد چه تصورش شايد كمي مشكل آن  
Pدر منطق رياضي گوييم به انتفاء مقدم يا نفي مقدم برقرار است. وقتي در گزاره شرطي  هيچ عضوي ندارند. Q ،P    مقدم نادرسـت باشـد

Pگيري  نتيجه Q  .چنين ابراين، فقط يك مجموعه تهي وجود دارد. همبندرست است اگـر  باشـد.   اي مـي  زيرمجموعه هر مجموعه 
نباشد. اما اين امكان  Aوجود داشته باشد كه در  گاه، بايد عضوي از آن نباشد، (فرض خلف) Aاي مانند مجموعه  زيرمجموعه يك مجموعه

  ايم. نامند، كه قبلاً توضيح داده برده شده را برهان خلف مي. اين نوع برهان به كار Aهيچ عضوي ندارد. پس  ندارد، زيرا 
اسـتفاده كننـد. ايـن     دهند از همان نماد ها ترجيح مي شود اما اكثر كتاب نيز گاهي براي زيرمجموعه بودن به كار برده مي نماد   

چنين مفهومي از بـين   ت و با به كار بردن نماد ترين دليل اين است كه هر مجموعه زيرمجموعه خودش اس است. بيش مشابه نماد
  است.  و  تركيبي از نمادهاي  نماد رود.  مي

نويسـيم؛   چنـين مـي   باشد. مشكل ايجاد شود، كه در اين حالت هـم  Bزيرمجموعه محض  Aفقط ممكن است در مواردي كه بخواهيم 
A B  وA B.  

xاند. متفاوتكاملاً  و  چنين مهم است كه بدانيم نمادهاي  هم A يعنيx  عضوA است وA B  يعنـيA   زيرمجموعـهB 
}بنـابراين   مجموعه بـودن اسـت.  جزئيت داشتن يا همان زير  نماد يت داشتن و نماد عضو بنابراين است،  , , }0 1 2 

}درست است اما  , , }0 1 2  نادرست است. تمايز بين  و ين مشابه تمايز بx  و{x}  است. نمادx    اشاره به يك شي (عـدد يـا
xنوشتن هميشه  .است xبه معني يك مجموعه است كه تنها عضو آن شي  {x}هر چيز ديگري) دارد و نمايش  {x}   ،درست اسـت

xاما نوشتن  {x}  ياx {x} باشد، مگر در حالتي خاص. درست نمي  
د خـود  توانن ـ هـا مـي   رو شـويم. مجموعـه   هاي ديگر ممكن است با چالش روبه هاي جديد از روي مجموعه اما در اينجا با ساختن مجموعه

Aعضوي از يك مجموعه باشند. يعني ممكن است عضو يك مجموعه، خودش نيز يك مجموعه باشد. مثلاً  {a ,{b},{a ,b}} .  
  يم. ها دقت كافي داشته باش خودشان يك مجموعه هستند. بنابراين در اين موردها بايد در نوشتن عضوها و زيرمجموعه Aدو عضو 

a ،مثلاً A  اماb A. چنين  هم{b} A  و{a ,b} A .{{b}} A ،{a} A.    
}چرا؟ مجموعـه   ، گيريم آيا را در نظر مي مجموعه  }    ايـن مجموعـه چنـد عضـو دارد؟ آيـا       ،گيـريم  را نيـز در نظـر مـي

{ }   درست است؟ آيا{ }  كنيد؟ نيز درست است؟ آيا تناقضي مشاهده نمي  
توانيـد مثـال ديگـري ذكـر كنيـد كـه عضـو يـك          باشد. آيا مي يك مجموعه زير مجموعه آن مجموعه نيز مي كنيد كه عضو مشاهده مي

Aمجموعه، زيرمجموعه آن مجموعه نيز باشد؟ آيا  {a ,{a}}، عضوهاي  ؟تواند پاسخ پرسش باشد ميA اند  مشخصa  و{a}،  تمام
  را بنويسيد.  Aهاي  زيرمجموعه

  زيرمجموعه، مجموعه ديگري است.  ،كنيم يك مجموعه چگونه ثابت مي
Aست يعني نشان دهيم ا B، زيرمجموعه، مجموعه Aبراي آن كه ثابت كنيم مجموعه  B؛  

xكنيم  فرض مي A دهيم  و نشان ميx B وقتي .A B  وA B ،A را زيرمجموعه محضB نامند.  مي  
aيك مجموعه باشد نشان دهيد  Aهر شي و  aاگر  .1  A اگر و فقط اگر ،{a} A .  

aفرض كنيم   A  بايد نشان دهيم{a} A  پس بايد نشان دهيم هر عضو{a}  عضوA   است. اما تنها عضـو{a}   فقـط
a  است و طبق فرضa A در نتيجه، {a} A.  

{a}به عكس، فرض كنيم،  A يعني هر عضو .{a} عضو ،A  است. اماa {a}  و{a} A  در نتيجهa A.  
Aپذير است بخش 4بر  {xفرض كنيد   {x Z |   وx}  پذير است  بخش 2برB {x Z |    شرط هر دو مجموعـه را بـا .

  نمادهاي رياضي بنويسيد. 
  كنيد كدام يك از سه رابطه زير درست است؟ فكر مي
A B  ياA B  ياB A.آن را ثابت كنيد .  
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A {x | x k ,k }4    وB {x | x m, m }2    ،براي آن كه ثابت كنيدA B  بايد نشان دهيد هر عضوA تـوان   را مي
  نوشت، چگونه؟ Bرت هر عضو صو به

كه با مفهوم مسأله بهتر آشنا شويد، سعي كنيـد   نوشت. براي آن Aصورت عضوي از  توان آن ها را به هستند كه نمي Bاما عضوهايي از 
  تر به آن پي خواهيد برد. ريعسعضوهايي از دو مجموعه را بنويسيد. 

  

Aكهاند به طوري  مفروض A ،Bدو مجموعه   B  وB A  نشان دهيدA B .  
   .است و به عكس Bعضو  Aاثبات ساده است. هر عضو 

Aطوري كه،  بهگيريم.  را نيز در نظر مي Cمجموعه  B  وB C كنيد  چگونه ثابت ميA Cاي فـوق  ه . حال با برقرارري شرط
Cكه  و اين A  نشان دهيدA C .  

  ها شمردين تعداد زيرمجموعه
Aكنيم؟ مجموعه هاي يك مجموعه را تعيين مي چگونه تعداد زيرمجموعه {a ,b,c}    شامل سـه عضـو متمـايزa ،b  وc   را در نظـر

|يا  n(A)را به  Aهر مجموعه متمايز گيريم. تعداد عضوهاي  مي A n(A)دهيم. پس نشان مي | 3ي ايـن  ها . بنابراين زيرمجموعه
   .توانند داشته باشند عضو مي 3مجموعه از صفر تا 

  كنيد. ها را مشاهده مي آن مقابل  صفحهدر جدول 
  

  تعداد عضوها  ها زيرمجموعه  ها تعداد زيرمجموعه
1    0  
3  {a},{b},{c}  1  
3  {a ,b},{a ,c},{b,c}  2  
1  {a ,b,c}  3  
  ها تعداد كل زيرمجموعه  8

  

  كنيم.  نمودار درختي را با قرار داد زير رسم مييك اكنون   
صـورت   ن را بـه دهيم و اگر متعلق به زيرمجموعه نباشد آ نمايش مي 1(a)صورت متعلق به زيرمجموعه باشد آن را به aاگر عضوي مثلاً 

(a)0 دهيم.  نشان مي  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ها را محاسبه كنيم.  خواهيم بدون شمردن، آن تا است. اما مي 8ها  تعداد زيرمجموعه  
  . 1يا  0شود  ها پر شود. پس هر خانه به دو طريق پر مي»0«ها و »1«كه بايد با تعدادي از  ،در هر حالت سه خانه داريم  
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32سه خانه داريم پس به    2 2 2   ايـم كـه در بخـش     شوند. البته در اينجا از اصلي به نام اصل ضرب استفاده كـرده  طريق پر مي
نيز به دو طريق بـه دنبـال عمـل اول     مو سپس عمل دوباشد دهيم. وقتي عمل اول به دو طريق انجام شده  تر توضيح مي تركيبيات بيش
مانند آن است كه اين كار بـه   باشد،هاي اول و دوم صورت گرفته  و بالاخره عمل سوم نيز به دو طريق به دنبال عمل باشده صورت گرفت

32 8  .طريق صورت گرفته است  
  است. بنابراين؛ m2هاي آن  يرمجموعهتوان نشان داد تعداد ز عضو داشته باشد مي mاي  به همين ترتيب اگر مجموعه

  

n(A)اگر  m هاي آن  گاه تعداد زيرمجموعه آنm2   .است  

 POWER SETمجموعه تواني 

در ايـن قسـمت اهميـت     ايـن موضـوع،  د، و تواند عضو يك مجموعه، خودش نيز يك مجموعـه باش ـ  چه قبلاً نيز توضيح داديم، مي چنان
اي را  هاي يك مجموعه عضو آن باشند. چنين مجموعه اي را بنويسيم كه تمام زيرمجموعه خواهيم مجموعه زيرا مي .كند تري پيدا مي بيش

  نامند.  مجموعه تواني يك مجموعه مي
  

 Aرا مجموعـه تـواني    Aهـاي   موعـه مفروض است، مجموعـه تمـام زيـر مج    Aمجموعه  
  دهيم.  نشان مي P(A)ناميم و به  مي

  

Aمثلاً در مجموعه    {a ,b,c} اگرa ،b  وc  ،داريم؛ عضوهاي متمايزي باشند  
  

     P(A) ,{a},{b},{c},{a ,b},{a ,c},{b,c},{a ,b,c}   
  

n(A)بنابراين اگر    mگاه  ، آن  mn (P)A 2  چرا؟  
اگر    A ,{ }   ،P(A)  مجموعه توانيA .را بنويسيد  
  P( ) { }    و P({ }) ,{ }     چرا؟  

  هاي متناهي و نامتناهي  مجموعه
  كنند.  اصلي را ايفا مي هاي متناهي نقش اين مورد مجموعه هاي شمارشي دارند و در ها كاربردهاي فراواني در مسأله مجموعه

ها را با يك عدد حسابي (صـحيح و نـامنفي) نشـان دهـيم گـوييم مجموعـه        موعه را بشماريم و تعداد آنوقتي بتوانيم عضوهاي يك مج
  متناهي است.  

  

 nوجود داشـته باشـند، كـه     Sعضو متمايز در  nمفروض است. هرگاه دقيقاً  Sمجموعه  
ناميـده و   Sرا عدد اصلي  nاي متناهي است، و  مجموعه Sعددي صحيح و نامنفي باشد گوييم 

|به  S   دهيم. نشان مي |
  

| S   نامند.  نيز مي S (Cardinality)تي يرا كاردينال |

  نامند. هر مجموعه را كه متناهي نباشد، مجموعه نامتناهي مي
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| | 0  ،بنابراين .اگر  نيز متناهي استS د اول يك رقمي باشد مجموعه اعدا| S | 4.  
تر است. مجموعه اعداد طبيعي يـك   هاي نامتنناهي مشكل هاي متناهي است. درك مفهوم مجموعه ها، مجموعه درك اوليه ما از مجموعه
   .مجموعه نامتناهي است

  

kN { , , , ,k}1 2 3  تـا   1اي از اعـداد طبيعـي، از    را قطعهk  شـامل وk  ايـن يـك   نـاميم  مـي .
  عضو است.   kمجموعه متناهي با 

يـك   Sبرقـرار كنـيم،    kNو  Sهرگاه بتوانيم تناظري يك به يك بين عضـوهاي يـك مجموعـه    
  است.  عضو  kبا مجموعه متناهي 

  

باشد. اما پشت پرده اين تعريـف سـاده ماجراهـاي     بيان كرديم كه هر مجموعه را كه متناهي نباشد، نامتناهي مي ،با يك تعريف ساده  
  . باشنداهي، همان مجموعه اعداد طبيعي و مجموعه اعداد صحيح هاي نامتن ترين نوع مجموعه اي قرار دارد. شايد، ساده پيچيده

  هاي نامتناهي است.  يكي از اين مفاهيم پيچيده، مقايسه يا همان بزرگي و كوچكي اين مجموعه
اين روش  توانيم هاي نامتناهي نمي توانيم مقايسه كنيم، اما در مورد مجموعه دو مجموعه متناهي را از نظر تعداد عضوها به سادگي مي  

  را به كار ببريم. 
كـه مجموعـه اعـداد صـحيح،      كنـيم  مـي كنيم، مشاهده  هاي اعداد طبيعي و اعداد صحيح را از نظر عضوها مقايسه مي وقتي مجموعه  

تري از مجموعه  رسد كه بايد مجموعه اعداد طبيعي مجموعه كوچك عضوهايي دارد كه در مجموعه اعداد طبيعي وجود ندارند. به نظر مي
  توانيم از شمارش عضوها استفاده كنيم.  اعداد صحيح باشد، اما از نظر تعداد عضوها نمي

يـك برقـرار كـردن بـين      بـه  كنيم. يعني همان مفهوم تنـاظر يـك   است استفاده مي kNجا از مفهوم ديگري كه همان تعميم  در اين  
  يك دارد. به هاي يك تري از جمله تابع مطالب بيش ز بهكه اين خود نيا .يعيها و مجموعه اعداد طب عضوهاي بعضي مجموعه

 .يك برقـرار كنـيم   به توانيم تناظري يك ها و مجموعه اعداد طبيعي نمي هاي نامتنناهي نيز وجود دارند كه بين عضوهاي آن البته مجموعه
  شوند.  ته تقسيم ميهاي نامتناهي به دو دس مانند، مجموعه اعداد حقيقي بنابراين مجموعه

   .هاي نامتناهي قابل شمارش مجموعه .1
  .هاي نامتناهي، غير قابل شمارش مجموعه .2

  هاي قابل شمارش در زبان عاميانه متناهي هستند.  شمردن در رياضي با شمردن در زبان عاميانه متفاوت است. معمولاً مجموعه  
  

اشـد، يـا بـين آن مجموعـه و اعـداد      اي را قابل شمارش گوييم هرگاه متناهي ب مجموعه 
  يك برقرار كنيم. به طبيعي بتوانيم يك تناظر يك

  

متناظر با يك و فقط يك عدد طبيعي و هر عدد طبيعي متناظر بـا   Sهرگاه هر عضو  ،را قابل شمارش گوييم Sيعني مجموعه نامتناهي 
nSباشد. مثلاً اگر  Sعضو يك و فقط يك  {a ,a , ,a , }1 2  .   

    
n

N: n

S: a a a a a a a1 2 3 4 5 6

1 2 3 4 5 6  

 
         

  گاه؛ طبيعي زوج باشد آنمجموعه اعداد  Eداراي يك كاردينالتي هستند، اگر  Nو  Sصورت گوييم  در اين

    
N: n

E: n

1 2 3 4 5 6

2 4 6 8 10 12 2

 

 
         
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  بنابراين مجموعه اعداد طبيعي زوج قابل شمارش است. 
اند.   توان نشان داد كه مجموعه اعداد طبيعي فرد و حتي مجموعه اعداد صحيح و مجموعه اعداد گويا نيز قابل شمارش به همين ترتيب مي

توانيم ثابت كنيم كه مجموعه اعداد حقيقي حتي مجموعه اعـداد   تر آشنا شويم، مي يگري از اعداد بيشهاي د با مفهوم تابع و مفهوموقتي 
  پذير نيستند.  حقيقي بين صفر و يك شمارش

  پذيري اعداد صحيح شمارش
xyدو خط  2  وxy 1

2
 سـپس روي خـط    ،را رسم كنيدxy 1

2
      ،قـرار داده و  5، 3، 1بـه ترتيـب عـددهاي فـرد . . . . ،y  را

xyخط  رويچنين  محاسبه كنيد. هم 2  ،را قرار داده6، 4، 2به ترتيب اعداد زوج  . . . ،y  .را محاسبه كنيد  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

تـوان   تـوانيم نشـان دهـيم كـه چگونـه مـي       توانيم مجموعه اعداد صحيح را به وسيله اعداد طبيعي توليد كنيم و هم مي مي به اين ترتيب
  قابل شمارش است. ، تناظري يك به يك به اين دو مجموعه برقرار كرد و نشان داد كه مجموعه اعداد صحيح يعني 

 AND UNBOUNDED BOUNDEDكران  كراندار و بيهاي  مجموعه

كران يـا   شوند كه كراندار يا محدود بودن و بي ها تعريف مي ها دو مفهوم ديگر در مجموعه بعد از دو مفهوم متناهي و نامتناهي در مجموعه
Aمحدود بودن است. مجموعه نا { , , , , }2 1 0 2 3   گيريم تمام عضوهاي  را در نظر ميA  تر يا مساوي آن هستند. وقتي  كوچك 3از

  دار است.  از بالا كران Aوجود دارد گوييم مجموعه  Aچنين عددي با اين ويژگي براي عضوهاي 
mكه  mيا هر عدد  2از  Aبه همين ترتيب، تمام عضوهاي    2  باشند. در اين صورت گوييم  تر يا مساوي آن مي بزرگA  از

Mدار است. در حالت اول  پايين كران 3  حالت دوم را يك كران بالا و درm  را يك كران پايين مجموعهA نامند.  مي  
Aيعني،  1وقتي تمام اعداد گوياي بين صفر و  {x Q | x }0 1    و  1تر از  گيريم، تمام عضوهاي اين مجموعه كوچك را در نظر مي

  باشند.  تر از صفر مي بزرگ
Bبراي  حتي   {x R | x }0 2     نيز چنين دو عددي وجود دارند. هر عضوB  و هر عدد  2ازM  كهM 2 تـر يـا مسـاوي     كوچك
  تر است.  از آن بزرگ Bتر يا مساوي صفر باشد هر عضو  هر عدد كوچك mباشد، حتي اگر  ميتر از صفر  بزرگ Bچنين هر عضو  باشند. هم مي



  
    (سال دهم) 1آموزش مفهومي رياضي   18  

 

تر يـا مسـاوي    ها از آن عدد كوچك عددي وجود دارد كه تمام عضوهاي آن كه اند.  اين  هاي بالا در يك مفهوم مشترك تمام مجموعه  
دار از بـالا و   مجموعه با چنـين ويژگـي را كـران   اند. هر   تر يا مساوي ها از آن عدد بزرگ و عددي وجود دارد كه تمام عضوهاي آنهستند 
  نامند.  دار از پايين مي كران
   هاي زير را داريم؛ بنابراين؛ تعريف  

  

وجـود  Mباشد، هرگاه عدد حقيقـي  اي ناتهي از اعداد حقيقي  زيرمجموعه Sفرض كنيم  
x، داشته باشيم، Sاز  xداشته باشد كه به ازاي هر عضو  Mگاه گوييم  ، آنS دار  از بالا كران

  ناميم.  مي Sرا يك كران بالاي  Mاست و 
x، داشـته باشـيم   Sاز  xموجود باشد كه به ازاي هـر عضـو    mچنين اگر عدد حقيقي  هم m. 
  نامند.  مي Sرا يك كران پايين  mدار است و  از پايين كران Sگاه گوييم  آن

  د.دار باش دار گوييم هرگاه، هم از بالا، و هم از پايين كران را كران Sمجموعه غير تهي 
  

  نامند. مي كران بي دار نباشد كراننامندهر دو به يك معني هستند. هر مجموعه را كه  دار را گاهي محدود نيز مي كلمه كران  
كران باشـد. در هـر دو صـورت ايـن      دار و از پايين بي دار باشد يا از بالا كران كران اما از پايين كران اي از بالا بي ممكن است مجموعه  

دار اما از بـالا   هايي براي هر دو بيان كنيد. مجموعه اعداد طبيعي از پايين كران نامند. مثال كران مي باشد و آن را بي دار نمي مجموعه كران
ر كـه در نظ ـ Mهر عدد حقيقـي  اي چنان باشد كه به ازاي  طور شهودي وقتي مجموعه كران است. به اي بي كران است. پس مجموعه بي

توان بيان  كران از پايين مي كران است. به همين ترتيب براي بي گوييم از بالا بيداشته باشد  Mتر از  بگيريم اين مجموعه عضوي بزرگ
  كران است.  كرد. مجموعه اعداد صحيح منفي از پايين بي

  كران است.  مجموعه اعداد صحيح از بالا و پايين هر دو بي  
  دار است چرا؟ هر مجموعه متناهي كران  
  دار، متناهي است؟  آيا هر مجموعه كران  
  A {x R | x }0 1     .را در نظر بگيريد  

توجه داشته باشيد كه براي تعيين كرانداري يك مجموعه از بالا يا پايين، پيدا كـردن يـك عـدد بـا ويژگـي تعريـف كـافي اسـت. مـثلاً          
A {x R | x }0 2    نيز يك كران بـالاي آن   2تر است هر چند  كم 2دار است كافي است بگوييد هر عضو آن از  از بالا كران

عـداً مفـاهيمي را در   همين صورت اسـت. ب   نيز اختيار كنيد درست است. براي كران پايين نيز به 2تر يا مساوي  هر عدد بزرگ ،باشد مي
اي برخـوردار   هـاي پـايين از اهميـت ويـژه     ترين ايـن كرانـه   هاي بالا و بزرگ ترين اين كرانه هاي بعد مطالعه خواهيد كرد كه كوچك سال
  باشند. اما وارد اين بحث نخواهيم شد.  مي

هايي را مطرح خـواهيم كـرد كـه در     ها پرسش مرينكران در ت دار و بي پذير كران هاي متناهي، نامتناهي، شمارش در ارتباط با مجموعه  
  اين مفاهيم مؤثر خواهد بود.  تر بيشتفهيم 

كرانـي دارنـد و ايـن     بـي داري و  هاي اعداد حقيقي را بررسي  خواهيم كرد كـه ارتبـاط نزديكـي بـا كـران      اكنون نوعي از زيرمجموعه  
  ناميم. ها را بازه مي اند، كه آن پيوستار از اعداد حقيقي هايي پذير بلكه زيرمجموعه اند نه شمارش ها نه متناهي مجموعه
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 INTEVALبازه 

طوري كه هر عدد حقيقـي متنـاظر دقيقـاً     يك وجود دارد، به به پذيريم كه بين نقاط يك خط و مجموعه اعداد حقيقي تناظري يك  ابتدا مي
صورت گوييم خط به محور تبديل شده اسـت و آن را خـط اعـداد     در اينكند.  يك نقطه، و هر نقطه دقيقاً يك عدد حقيقي را مشخص مي

  هاي قبل تا حدودي با محور اعداد حقيقي آشنايي داريد.  نامند. از سال حقيقي يا خط حقيقي نيز مي
اي در آن وجود ندارد هر نقطـه   كه هيچ سوراخي يا رخنهبايد توجه داشته باشيم كه محور اعداد حقيقي، يك پارچه است به اين معني   

  عكس. به بياني گوييم خط اعداد حقيقي يك مجموعه پيوستار است.  رمتناظر يك عدد حقيقي است و ب
aطوري كه  روي محور مفروض باشند به bو  aاكنون اگر دو عدد حقيقي    b  و بخواهيم اعداد حقيقيx    را مشخص كنـيم كـه
xها گوييم  باشند، با به كار بردن نامساوي bو  aبين  a  وx bمضـاعف،  دوگانه يـا  توانيم نامساوي  ي اين دو نامساوي مي، به جا

a x b   .را بنويسيم  
  

x1طور مثال، نامساوي  به   2   دهد كه  نشان ميx  1بين  اد حقيقي را كه در ايـن  است. مجموعه همه اعد 2و برابر خود  2و
)ناميم، و آن را به  ها اين نامساوي برقرار است) يك بازه مي كنند (براي همه آن نامساوي صدق مي , ]1 2 دهيم. در حالت كلـي   نشان مي
  تعريف زير را داريم؛

  

aعداد حقيقي و ا bو  aفرض كنيم   b      مجموعـه همـه اعـداد حقيقـي بـين ،a  وb  و
a)ناميم و به  را يك بازه مي bشامل  ,b] دهيم، بنابراين؛ نشان مي  

(a ,b] {x R | a x b}     
  

  در شكل مقابل اين بازه نشان داده شده است.   
  باشد.  متعلق به بازه نمي aدهد كه خود  ناميم و نماد ،،)،، نشان مي را انتهاي چپ بازه مي aعدد   

  دار است.  اي كران باشد. اين بازه، مجموعه متعلق به خود بازه مي bدهد كه  ،، نشان مي[ناميم و نماد ،، يرا انتهاي راست بازه م bعدد    
يك بازه بسته يـا بـاز باشـد چهـار     b يا aاز طرف بسته است. بستگي به اين كه bباز و از طرف  aگوييم از طرف  [a,b)در بازه   

  اند.  دار از اعداد حقيقي معروف هاي كران حالت داريم كه همگي به بازه

  دار هاي كران بازه

  (a ,b] {x R | a x b}     

  [a ,b) {x R | a x b}     

  [a ,b] {x R | a x b}     

  (a ,b) {x R | a x b}     
  

  a ,b نامند. بازه  ها مي ها نقاط انتهايي بازه را در تمام حالت[a ,b] نامند.  باشد بازه بسته مي را كه شامل نقاط انتهايي خود مي  
a]هاي  نامند و هر يك از بازه باشد بازه باز مي خود نميكدام از نقاط انتهايي  را شامل هيچ (a,b)بازه  و ,b)  و(a,b] نامند.  باز مي را نيم  
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يعني رخنه  ،اند ايي همبند (متصل) يا به عبارتي پيوستار از اعداد حقيقيه ها فرض بر اين است كه زيرمجموعه طور شهودي در تمام بازه به
  يا سوراخي بين نقاط بازه وجود ندارد.

I ( , ) {x R | x }1 2 1 2     ،2 ،/1 1/و  00001 0/باشــند، امــا  مـي  Iبــه متعلـق   3و  9999 2/و  2و  1و  99999 000001 
  باشند.  نمي Iمتعلق به 

  j {x R | x , x }1 2 2 3       يك بازه است؟ چرا؟j صورت اجتماعي از دو  توانيم آن را به شد اما ميطبق تعريف بازه نمي با
  بازه بنويسيم. 

    j ( , ) ( , ]1 2 2 3   
  اند.  كران معروف هاي بي بريم كه به بازه ها را به كار مي اكنون نوعي ديگري از بازه  
  كران  هاي بي بازه

A {x R | x }2    .را روي محور نمايش دهيد  
  
  

  

  است روي محور تا كجا ادامه دارند؟  2ترين عضو آن  يد عضوهاي اين مجموعه كه كوچككن فكر مي
بـه زبـان    .كه عضو اين مجموعه باشـد  ،تر از آن وجود دارد كنيم عددي بزرگكنيد هر عددي كه از اين مجموعه انتخاب  مشاهده مي  

 Aكران اسـت. اگـر    رسد كه اين مجموعه از بالا بي نظر مي تر از آن وجود دارد. پس چنين به رياضي به ازاي هر عضو آن عضوي بزرگ
Mدار باشد و عدد حقيقي  كران 2  هر كران بالاي آن باشد عددM 1     متعلق به مجمموعه است چرا؟ پس بايد از هـر كـران بـالايي

A تر يا مساوي باشد. يعني  كوچكM M1   كه يك تناقض است. بنابراينA كران است.  باشد و بي دار نمي كران  
توانـد   كنيـد انتهـاي راسـت آن مـي     است فكر مـي  2صورت يك بازه نشان دهيم، ابتداي چپ اين بازه  را به Aاما اگر بخواهيم مجموعه 
  عددي حقيقي باشد؟ چرا؟ 

]صورت  را به Aاگر    ,c)2  ،بنوسييمc تر از آن وجود دارد، اين يك مفهوم اساسـي در   را هر عددي اختيار كنيم باز هم عددي بزرگ
  ناميم.  نهايت مي دهيم و آن را بي نشان مي كنيم كه نمادي را براي اين مفهوم اختيار كنيم اين نماد را به  ياضي است، قرار داد مير

باشـد.   از هـر عـددي مـي   تـر شـدن    دهد كـه بـزرگ   باشد و فقط يك نوع رفتار اعداد حقيقي را نشان مي عددي حقيقي نمي پس   
A؛بنابراين [ , )2  .  

  تر با مفهوم آن آشنا خواهيد شد. هاي بعد بيش به اين نماد توضيح ندهيم. در سال تر راجع . بهتر است بيشباشد ميكران  اين يك بازه بي
Bهر عدد حقيقي باشـد،   aپس اگر    {x R | x a}    صـورت   را بـهB [a , )    دهـيم بـه همـين ترتيـب اگـر       نشـان مـي

C {x R | x a}   صورت  آن را بهC ( ,a]  دهيم، نماد  نشان مي  نيز مشابه اراست، فقط اين ب، ( ,a]  بازه اي
  كنيم.  هاي زير تعريف مي صورت كران را به هاي بي كران از پايين است. با اين مقدمه بازه بي

  كران هاي بي بازه

  [a , ) {x R | x a}      
  

  (a , ) {x R | x a}     
  

  ( ,a] {x R | x a}     
  

  ( ,a) {x R |x a}     
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