
كتاب شب امتحان رياضيات گسسته از ۴ قسمت اصلی به صورت زير تشكيل شده است:
۱) آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارۀ ۱ تا ۴ اين كتاب مربوط به مباحث نوبت اول است كه خودش به دو قسمت تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۱ و ۲ را فصل به فصل طبقه بندی كرده ايم. بنابراين شما به راحتی می توانيد پس از خواندن هر فصل از 
درس نامه تعدادی سؤال را بررسی كنيد. حواستان باشد اين آزمون ها ۲۰ نمره ای و مثل يک آزمون كامل هستند. در كنار سؤال های اين آزمون ها نکات 

مشاوره ای نوشته ايم. اين نكات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگويی به آزمون در زمان امتحان كمک می كند.
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۳ و ۴ را طبقه بندی نكرده ايم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی كه معلمتان از شما خواهد گرفت، ببينيد. 

۲) آزمون های نوبت دوم: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۱۴، امتحان های نهايی برگزار شده در سال های ۱۴۰۰، ۱۴۰۱, ۱۴۰۲ و ۱۴۰۳ هستند. اين قسمت هم، خودش 
به ۲ بخش تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۸، امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۰ و ۱۴۰۱ و دی ۱۴۰۱ و ۱۴۰۲ هستند كه طبقه بندی كرده ايم. 
با اين كار باز هم می توانيد پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهيد. هر كدام از اين آزمون ها، ۲۰ نمره دارند در واقع در اين بخش، 

شما ۴ آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها هم نکات مشاوره ای دارند. 
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۹ تا ۱۴ را طبقه بندی نكرده ايم. اين آزمون ها به ترتيب امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۲، خرداد ۱۴۰۳، 

شهريور ۱۴۰۲, شهريور ۱۴۰۳ و دو آزمون چالشی تر با عنوان «بيست پلاس» هستند.
۳) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم. پاسخ ها 

مطابق با فرمت پاسخ برگ مورد تأييد آموزش و پرورش دارای ريز بارم بندی و آدرس مبحثی می باشند.
۴) درس نامۀ كامل شب امتحانی: در اين قسمت تمام آن چه را كه شما برای گرفتن نمرۀ عالی در امتحان رياضيات گسسته نياز داريد، تنها در ۱۶ صفحه 

آورده ايم، بخوانيد و لذتش را ببريد! 
يک راهکار: موقع امتحان های نوبت اول می توانيد از سؤال های فصل های اول و دوم آزمون های ۵ تا ۸ هم استفاده كنيد.

صفحۀ صفحۀ     
پاسخ نامه آزمون  نوبت    

٢١  ٣ اول  (طبقه بندی شده)   آزمون شمارۀ ۱  

٢٢  ٤ اول  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۲  

٢٣  ٥ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۳  

٢٥  ٦ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۴  

٢٦  ٧ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی خرداد ۱۴۰۰  آزمون شمارۀ ۵ 

٢٧  ٨ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی خرداد ۱۴۰۱  آزمون شمارۀ ۶ 

٢٨  ١٠ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی دی ۱۴۰۱  آزمون شمارۀ ۷ 

٣٠  ١٢ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی دی ۱۴۰۲  آزمون شمارۀ ۸ 

٣١  ١٤ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی خرداد ۱۴۰۲  آزمون شمارۀ ۹ 

٣٢  ١٥ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی خرداد ۱۴۰۳  آزمون شمارۀ ۱۰ 

٣٤  ١٦ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی شهريور ۱۴۰۲  آزمون شمارۀ ۱۱ 

٣٥  ١٧ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی شهريور ۱۴۰۳  آزمون شمارۀ ۱۲ 

٣٧  ١٨ دوم  (طبقه بندی نشده)  بيست پلاس (چالشی تر)  آزمون شمارۀ ۱۳ 

٣٨  ١٩ دوم  (طبقه بندی نشده)  بيست پلاس (چالشی تر)  آزمون شمارۀ ۱۴ 

٤١ درس نامۀ توپ برای شب امتحان    

كتاب شب امتحان رياضيات گسسته از ۴ قسمت اصلی به صورت زير تشكيل شده است:
۱) آزمون های نوبت اول: آزمون های شمارۀ ۱ تا ۴ اين كتاب مربوط به مباحث نوبت اول است كه خودش به دو قسمت تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۱ و ۲ را فصل به فصل طبقه بندی كرده ايم. بنابراين شما به راحتی می توانيد پس از خواندن هر فصل از 
درس نامه تعدادی سؤال را بررسی كنيد. حواستان باشد اين آزمون ها ۲۰ نمره ای و مثل يک آزمون كامل هستند. در كنار سؤال های اين آزمون ها نکات 

مشاوره ای نوشته ايم. اين نكات به شما در درس خواندن قبل از امتحان و پاسخگويی به آزمون در زمان امتحان كمک می كند.
۳آزمون های شمارۀ ۳آزمون های شمارۀ ۳ و ۴ را طبقه بندی نكرده ايم تا دو آزمون نوبت اول، مشابه آزمونی كه معلمتان از شما خواهد گرفت، ببينيد.  آزمون های شمارۀ ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ب) آزمون های طبقه بندی نشده: 

۲) آزمون های نوبت دوم: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۱۴، امتحان های نهايی برگزار شده در سال های ۱۴۰۰، ۱۴۰۱, ۱۴۰۲ و ۱۴۰۳ هستند. اين قسمت هم، خودش 
به ۲ بخش تقسيم می شود:

الف) آزمون های طبقه بندی شده: آزمون های شمارۀ ۵ تا ۸، امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۰ و ۱۴۰۱ و دی ۱۴۰۱ و ۱۴۰۲ هستند كه طبقه بندی كرده ايم. 
با اين كار باز هم می توانيد پس از خواندن هر فصل تعدادی سؤال مرتبط را پاسخ دهيد. هر كدام از اين آزمون ها، ۲۰ نمره دارند در واقع در اين بخش، 

شما ۴ آزمون كامل را می بينيد. اين آزمون ها هم نکات مشاوره ای دارند. 
ب) آزمون های طبقه بندی نشده: آزمون های شمارۀ ۹ تا ۱۴ را طبقه بندی نكرده ايم. اين آزمون ها به ترتيب امتحان های نهايی خرداد ۱۴۰۲، خرداد ۱۴۰۳، 

شهريور ۱۴۰۲, شهريور ۱۴۰۳ و دو آزمون چالشی تر با عنوان «بيست پلاس» هستند.
در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم. پاسخ ها ) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم. پاسخ ها ) پاسخ نامۀ تشريحی آزمون ها: در پاسخ تشريحی آزمون ها تمام آن چه را كه شما بايد در امتحان بنويسيد تا نمرۀ كامل كسب كنيد، برايتان نوشته ايم. پاسخ ها  ۳

مطابق با فرمت پاسخ برگ مورد تأييد آموزش و پرورش دارای ريز بارم بندی و آدرس مبحثی می باشند.
۴) درس نامۀ كامل شب امتحانی: در اين قسمت تمام آن چه را كه شما برای گرفتن نمرۀ عالی در امتحان رياضيات گسسته نياز داريد، تنها در ۱۶ صفحه 

آورده ايم، بخوانيد و لذتش را ببريد! 
يک راهکار: موقع امتحان های نوبت اول می توانيد از سؤال های فصل های اول و دوم آزمون های ۵ تا ۸ هم استفاده كنيد.

صفحۀ صفحۀ     
پاسخ نامه آزمون  نوبت    

٢١ ٣ اول  (طبقه بندی شده)   آزمون شمارۀ ۱  

٢٢ ٤ اول  (طبقه بندی شده)  آزمون شمارۀ ۲  

٢٣ ٥ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۳  

٢٥ ٦ اول  (طبقه بندی نشده)  آزمون شمارۀ ۴  

٢٦ ٧ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی خرداد ۱۴۰۰  آزمون شمارۀ ۵

٢٧ ٨ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی خرداد ۱۴۰۱  ۶آزمون شمارۀ ۶آزمون شمارۀ ۶

٢٨ ١٠ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی دی ۱۴۰۱ آزمون شمارۀ ۷

٣٠ ١٢ دوم  (طبقه بندی شده)  نهايی دی ۱۴۰۲ آزمون شمارۀ ۸

٣١ ١٤ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی خرداد ۱۴۰۲ آزمون شمارۀ ۹

٣٢ ١٥ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی خرداد ۱۴۰۳ آزمون شمارۀ ۱۰ 

٣٤ ١٦ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی شهريور ۱۴۰۲ آزمون شمارۀ ۱۱ 

٣٥ ١٧ دوم  (طبقه بندی نشده)  نهايی شهريور ۱۴۰۳ آزمون شمارۀ ۱۲

٣٧ ١٨ دوم  (طبقه بندی نشده)  (چالشی تر) بيست پلاس ۱۳آزمون شمارۀ ۱۳آزمون شمارۀ ۱۳

٣٨ ١٩ دوم  (طبقه بندی نشده)  (چالشی تر) بيست پلاس ۱۴آزمون شمارۀ ۱۴آزمون شمارۀ ۱۴

٤١     درس نامۀ توپ برای شب امتحان    درس نامۀ توپ برای شب امتحان    

شهريور و دینوبت دومنوبت اولشمارۀ فصل 

١٥٦٧فصل اوّل

فصل دوم
٥٢تا صفحۀ ٤٢

٦
٥-بعد از صفحۀ ٤٢

٧٧-فصل سوم
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۳

تـاريخ آزمـون: دی ماهرشته: رياضی فيزيکرياضيات گسسته

ونمـدت آزمـون: ۱۲۰ دقيقهپايۀ دوازدهمنـوبـت اول
مـ

آز ۱
نمرهرديف

۱ x y x y2 2 2++ == ++( ) الف) آيا اعداد صحيحی مانند x و y وجود دارند كه:

 1 1 1
0x y x y x y

++
== ++ ++ ¹¹, ب) آيا مقادير حقيقی و غيرصفر x و y وجود دارند كه: 

۱/۵

جاهای خالی را پر كنيد.۲
 [ , ] ..........-- ==4 16 الف)

. ( , ) ..........a b == ، آن گاه a b| ب) اگر
. a == .......... a يا == .......... a در اين صورت p| پ) اگر p عددی اول باشد و a عددی طبيعی و

۱

درستی يا نادرستی عبارات زير را تعيين كنيد.۳

 a b a b
n

m
n
m

nºº ÞÞ ºº
ÎÎ

ìì
íí
ïï

îîïï 

الف)

 ac bc a b
m m
ºº ÞÞ ºº ب)

. [ , ]|a b c ax دارای جواب باشد آن است كه by c++ == پ) شرط لازم و كافی برای آن كه معادلۀ سيالۀ

۰/۷۵

x گنگ هستند. (به روش برهان خلف)۴ y++ 2 x و y-- x گويا باشد، ثابت كنيد: y++ ۱اگر x و y گنگ ولی

۵ x y
x y xy
3 3++

++
³³ x باشد، به روش بازگشتی ثابت كنيد:  y++ >> 0 ۱/۵برای هر x و y حقيقی كه

۱/۲۵خاصيت تعدی در رابطۀ عادكردن را بيان و اثبات نماييد.۶

۱/۲۵در يک تقسيم، مقسوم مضربی از ۶ و مقسوم عليه مضربی از ۱۵ است، ثابت كنيد باقی مانده همواره بر ۳ بخش پذير است.۷

۸. d == 7 d يا == 1 dباشد، ثابت كنيد n n== ++ ++ ++(n , )2
9 1 1 ۱/۵اگر

۹ a c b c
m

++ ºº ++ ، آن گاه ثابت كنيد: cÎÎ a و b
m
ºº ۱اگر

A را بر ۱۱ بيابيد.۱۰ == ++( )23 16
6 ۱/۲۵باقی ماندۀ تقسيم عدد

۱/۲۵تمام اعداد صحيحی كه ۷ برابر آن ها منهای ۳ بر ۹ بخش پذير باشند را بيابيد. ۱۱

6 در مجموعۀ اعداد صحيح جواب دارد. سپس آن را حل كنيد.۱۲ 14 10x y++ == ۱/۵نشان دهيد معادلۀ سيالۀ

E برای هر كدام، نشان دهيد هر دو يک گراف را ۱۳ G( ) V و G( برای دو نمودار مقابل با نوشتن مجموعه های(

نمايش می دهند. 
 

۱/۲۵

نمودار گراف G به صورت مقابل است: ۱۴

را بنويسيد.  δδ( )G )DD و )G الف) مقدار

ب) چه يال هايی به گراف G اضافه كنيم تا گراف ۳ ـ منتظم مرتبۀ ۶ شود؟

۱/۵

گراف G، ۳ ـ منتظم است و با افزودن ۶ يال به يال های اين گراف، گراف كامل به دست می آيد؛ ۱۵
الف) مرتبه و اندازۀ گراف را به دست آوريد.

ب) نموداری از اين گراف رسم كنيد.

۱/۵

نمودار گراف G به  صورت مقابل است:  ۱۶
الف) طولانی ترين مسيرهای ممكن از a به c را بنويسيد.

ب) دو دور به طول ۴ در اين گراف بنويسيد.

۱

جمع نمرات موفق باشيد   ۲۰

يادت باشه در روش برهان خلف، فرض می کنيم حکم برقرار نباشد.

در روش بازگشتی هر وقت به يک عبارت همواره درست رسيدی 
کار تمام است.

گفته: بيان و اثبات.

بخش پذيربودن يعنی باقی ماندۀ صفر داشتن.

اول سعی کن صورت سؤال را به زبان رياضی بنويسی.

يادت که هست در گراف r ـ منتظم، درجۀ همۀ رئوس r است.

حواست باشه گفته يال اضافه می کنيم تا کامل شود. در قسمت 
(الف) هم مرتبه و اندازۀ گراف اوليه را خواسته.

به کلمۀ طولانی ترين در قسمت (الف) دقت کن.



۱۵

تـاريخ آزمـون: خرداد ۱۴۰۳رشته: رياضی فيزيکرياضيات گسسته

ونمـدت آزمـون: ۱۲۰ دقيقهپايۀ دوازدهمنـوبـت دوم
مـ

آز ۱۰
نمرهرديف

درستی يا نادرستی عبارات زير را مشخص كنيد.۱
الف) ميانگين پنج عدد طبيعی همان عدد وسطی است.

 [ , ( , )]m m m m5 3 2 5== mÎÎ آن گاه: -- { }0 ب) اگر
A، مضرب ۴ است. x x k== ÎÎ == ++{ | } 4 3 ج) تفاضل هر دو عدد دلخواه از مجموعۀ

د) هر مجموعۀ احاطه گر مينيمال، يک مجموعۀ احاطه گر مينيمم است.

۱

جاهای خالی را با اعداد مناسب تكميل كنيد.۲
C7 برابر است با ............... . الف) عدد احاطه گری گراف

ب) تعداد راه های توزيع ۳ خودكار متفاوت بين ۵ نفر به طوری كه به هر نفر حداكثر يک خودكار برسد، برابر ............... است.

۰/۵

۳ a b a b2 2
1 1++ ³³ -- ++( )( ) b داريم:  a» ۱/۵با استفاده از اثبات بازگشتی نشان دهيد برای هر دو عدد حقيقی

۴. a == 17 a يا == 1 ، ثابت كنيد a k|4 3++ a و k|7 1++ ۱اگر a عددی طبيعی و داشته باشيم

۱/۲۵اگر باقی ماندۀ تقسيم عدد a بر دو عدد ۴ و ۵ به ترتيب ۲ و ۳ باشد، باقی ماندۀ تقسيم عدد a را بر ۲۰ بيابيد.۵

5 را به دست آوريد.۶ 9 22x y++ == ۱/۵جواب های عمومی معادلۀ سيالۀ

با توجه به گراف G مقابل به سؤالات زير پاسخ دهيد.۷
الف) مرتبه و اندازۀ گراف را بنويسيد. 

ب) مسيری به طول ۵ از رأس c به رأس f بنويسيد.
ج) دوری به طول ۴ بنويسيد.

G همبند است؟ چرا؟  د) آيا گراف

۲

با توجه به گراف G، به سؤالات زير پاسخ دهيد.۸
D يک مجموعۀ احاطه گر است؟ چرا؟ a b m== { , , } الف) آيا مجموعۀ

ب) عدد احاطه گری گراف G را به دست آوريد. (با ذكر دليل)
ج) يک مجموعۀ احاطه گر مينيمال ۵ عضوی از آن بنويسيد. 

۲

در گراف روبه رو:۹
A را به يک مجموعۀ احاطه گر مينيمال تبديل كنيد. b e g a f== { , , , , } الف) مجموعۀ احاطه گر غيرمينيمال

ب) يک مجموعۀ احاطه گر مينيمم كه شامل رأس e باشد را بنويسيد.
ج) با اضافه نمودن چه يالی عدد احاطه گری گراف ۲ می شود؟

۱/۵

gg-- مجموعه از آن را مشخص كنيد.۱۰ ب) يک P12 را رسم كنيد.   ۱الف) گراف

می خواهيم ۱۰ نفر را كه دوبه دو برادر يكديگرند در دو طرف طول يک ميز مستطيل شكل بنشانيم. اگر بخواهيم هر نفر روبه روی برادرش بنشيند، به چند طريق ۱۱
می توان اين كار را انجام داد؟

۱

x1 به دست آوريد.۱۲ 2>> x2 و 3== ، x3 4³³ x را با شرط های x x x1 2 3 42 20++ ++ ++ == ۱/۵تعداد جواب های صحيح و نامنفی معادلۀ

۱با ارقام ۳، ۱، ۲، ۳، ۱، ۲، ۴، ۳, ۲ و ۲ چند عدد ۱۰رقمی می توان نوشت؟ (محاسبۀ جواب آخر الزامی نيست.)۱۳

قرار است سه كارگر با سه نوع ماشين نخ ريسی و سه نوع الياف در سه روز اول هفته كار كنند. به گونه ای كه هر كارگر با هر نوع ماشين و هر نوع الياف دقيقاً ۱۴
يک بار كار كرده باشد و نيز هر الياف در هر ماشين دقيقاً يک بار به كار گرفته شود. برای اين مسئله برنامه ريزی كنيد.

۱/۲۵

۱تعداد توابع پوشا از مجموعۀ ۵ عضوی A به مجموعۀ ۳ عضوی B را به دست آوريد.۱۵

حداقل چند دانش آموز در حياط يک دبيرستان حضور داشته باشند تا مطمئن باشيم لااقل ۲۱ نفر از آن ها متعلق به يک پايۀ تحصيلی (دهم، يازدهم، دوازدهم) ۱۶
و يک رشتۀ تحصيلی (رياضی، تجربی، انسانی) هستند؟

۱

جمع نمرات موفق باشيد   ۲۰
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الف( با ساده کردن طرفین تساوی داریم:- 1

 x y x y xy xy x y2 2 2 2
2 2 0 0 0+ = + + ⇒ = ⇒ = =IÄ (0/25)  

y باشد، برای  x باشد، برای هر y صحیحی تساوی برقرار است و اگر0= =0 یعنی اگر
هر x صحیحی تساوی برقرار است. )0/25(

اگر هر دو متغیر x و y صفر باشند نیز تساوی برقرار است. )0/25(

 1 1 1 1
x y x y x y

x y
xy+

= + ⇔
+

=
+

(0/25) ب( 

 Û + = Û + + - =( )x y xy x y xy xy2 2 2
2 0  

 ⇔ + + =x y xy2 2
0 (0/25)  

، xy همواره مثبت است. مجموع سه عبارت همواره  ( )x y xy+ =2 با توجه به تساوی
مثبت صفر شده است. چون x و y غیرصفرند، پس مسئله جواب ندارد. )0/25(

4- و 16 برابر 16 است. )0/25(- 2 الف( ک.م.م دو عدد
a b a b a| ( , ) | |⇒ = (0/25) ب(  
a p= a یا )0/25( پ(   )0/25(1=

الف( درست؛ )0/25( طرفین یک هم نهشتی را می توان به توان عدد طبیعی n رساند.- 3
 m از طرفین یک هم نهشتی حذف شود پیمانهء c ب( نادرست؛ )0/25( وقتی عدد ناصفر

همواره ثابت نمی ماند. 
 ac bc a b
c m d

m
m
d

º Þ º
=

ì

í
ï

î
ï( , )

 

ax دارای  by c+ = پ( نادرست؛ )0/25( شرط لازم و کافی برای آن که معادلهء سیالهء
. ( , ) |a b c جواب باشد آن است که

x گنگ نباشد، پس گویاست:- 4 y- فرض می کنیم

 
x y
x y

x x
− =
+ =

 → =




++ ⇒ =
IÄ¼¬
IÄ¼¬ (¾±Fv¶ ÆoÎ)

IÄ¼¬ IÄ¼¬ IÄ¼¬2 (0/255)  

که این با فرض گنگ بودن x در تناقض است. )0/25( 
x گنگ نباشد، پس گویا است. y+ 2 فرض می کنیم

 
x y
x y

y y
+ =
+ =

 → =




−− ⇒ =
2 IÄ¼¬

IÄ¼¬
IÄ¼¬ IÄ¼¬ IÄ¼¬ (0/25)  

که این با فرض گنگ بودن y در تناقض است. )0/25( 
در نتیجه در هر دو قسمت، فرض خلف باطل و حکم برقرار است. 

x ضرب - 5 y+ x مثبت است، ابتدا کل نامساوی را در y+ >0 با توجه به این که
می کنیم. )جهت نامساوی عوض نمی شود.( )0/25( 

 ⇔ + ≥ +x y x y xy3 3 ( ) (0/25)  
با توجه به اتحاد چاق و لاغر داریم: 

 ⇔ + − + ≥ +( )( ) ( )( )x y x xy y x y xy2 2 (0/25)  
 (x y )+ >0 x از طرفین نامساوی داریم: y+ با حذف

 ⇔ − + ≥( )x xy y xy2 2 (0/25)  

 ⇔ − + ≥ ⇔ − ≥x xy y x y2 2 2
2 0 0( ) (0/25)  

رابطهء آخر همواره برقرار است و تمامی قسمت ها برگشت پذیرند. پس اثبات تمام است. )0/25( 

6 -)0/25( . a c b آن گاه: c a و b خاصیت تعدی: اگر

 a b q b aq| ,Þ $ Î = اثبات خاصیت تعدی در عاد کردن:  )0/25( 
 b c q c bq| ,Þ $ ¢Î = ¢

  )0/25(  

اکنون b را از تساوی ذکر شده در تساوی پایین جای گذاری می کنیم:
c aq q a qq aq a c

q

= ′ = ′ = ′′ ⇒
′′∈

( ) ( ) |
�
� (0/25)  )0/25(  

7 - 6 | aرا در نظر می گیریم: )0/25( طبق فرض a bq r
­

¯

­ ­
= +

³»v£¶ Sµv¤ ZnIi ½kºIµÃ¤IM

            ¾Ã±ø ³¼v£¶

تقسیم را به صورت

b می شود )0/25( بنابراین:  q= ′′15 a و  q= ′6 15؛ پس،  | b و

a bq r q q q r r q q q q q q= + ⇒ ′= ′′ + ⇒ = ′− ′′ = ′− ′′6 15 6 15 3 2 5( ) ( )
(0/25)

� �� ��
((0/25)

(0/25)� �� �� = 3|r  

d )0/25( حالا - 8 n n d n| |,2 9 1 1+ + + d نتیجه می گیریم که n n n= + + +( , )2 9 1 1 از
به کمک ویژگی های بخش پذیری داریم:

d n d n n

d n n

n| |
|

( )

( )

+ ¾ ®¾¾¾¾ +

+ +

ì
í
ï

îï

´
1 1

9 1 2

2

2

SwHn Sµw
 )0/25(  

SwHn Sµw
´Ã¹¨ïÂ¶ ´¨ Hn (2) » ( )1

2 2
9 1¾ ®¾¾¾¾¾¾ + + +- Þd n n n n d| ( ) ( ) || 8 1n + (0/25)  

d را به دست بیاوریم:  ، d n| +1 حالا سعی می کنیم به کمک بخش پذیریِ بالا و

d n d n

d n
d n n

| |
|

| ( ) (
+ ¾ ®¾¾¾¾ +

+

ì
í
ï

îï
+ - +

´

Þ
1 8 8

8 1

8 8 8 1

8SwHn Sµw
(0/25) ))  

Þ Þ =d d| 7 1(0/25) یا 7  )0/25(  

m. )0/25( مقدار صحیح c را به طرف - 9 a b| - a آن گاه: b
m
º طبق تعریف هم نهشتی، اگر

راست اضافه و کم می کنیم:
 m a c b c m a c b c| | ( ) ( )+ - - Þ + - +(0/25) )0/25(  

)0/25(  a c b c
m

+ º + در نتیجه، طبق تعریف هم نهشتی:

10 - 23 11 2 1 23 1

11

= + Þ º( ) ابتدا 23 را بر 11 تقسیم می کنیم:  )0/25(

 ( ) ( )23 1 23 1
6
11

6 6
11

º Þ º حال طرفین را به توان 6 می رسانیم:  )0/25(

 ( )23 16 1 16 17
6

11 11

+ º + Þ ºA با اضافه کردن 16 به طرفین هم نهشتی داریم:  )0/25(
اما 17 از پیمانهء 11 بزرگ تر است، در نتیجه:

 17 111 6 17 6 6

11 11

= + ⇒ ≡ ⇒ ≡( ) (0/25) A )0/25(  
بیان ریاضی مسئله به صورت زیر است:- 11

 7 3 0 7 3

9 9

x x− ≡ ⇒ ≡(0/25) (0/25)  
دو بار پیمانهء 9تایی را به عدد 3 اضافه می کنیم تا طرف راست بر 7 بخش پذیر شود:

 7 3 2 9 7 21

9 9

x x≡ + ⇒ ≡( ) (0/25)  
اکنون طرفین را بر 7 تقسیم می کنیم:

 7 21 3 9 3

9
7

7 9 1

9

x x x q≡  → ≡ ⇒ = +÷
=( , ) (0/25) (0/25)  

x دارای خاصیت گفته شده است. q= +9 3 یعنی هر عدد صحیح به فرم

2، پس معادله در مجموعهء اعداد صحیح جواب دارد. )0/25( - 12 10| ) و , )6 14 2= اولاً
برای حل، کل معادله را بر دو تقسیم می کنیم:

 3 7 5 7 5

3

x y y+ = Þ º  )0/25(  

سمت راست
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 y y k≡ − ⇒ = −
3

1 3 1(0/25)  )0/25( 5 در نتیجه:  1 7 1

3 3

º - º, اما
با جای گذاری y، مقدار x را محاسبه می کنیم:

 3 7 3 1 5 3 21 12x k x k+ − = ⇒ = − +( ) (0/25)  

 ⇒ = − + ⇒
= − +
= −

∈




x k
x k
y k

k7 4
7 4

3 1
(0/25)   

E نمایش می دهیم.- 13 G( ) V و مجموعهء یال ها را با G( ) مجموعهء رئوس را با
 V G a b c d e( ) { , , , , }1 =  )0/25( مجموعهء رئوس و یال های گرافG1 عبارت اند از: 

 E G ab ae bc cd de( ) { , , , , }1 =  )0/25(  

 V G a b c d e( ) { , , , , }2 =  )0/25( G2 عبارت اند از:  مجموعهء رئوس و یال های گراف

 E G ab ae bc cd de( ) { , , , , }2 =  )0/25(  
داده شده  نمودار  دو  پس  است،   E G E G( ) ( )

1 2
= و  V G V G( ) ( )

1 2
= چون

مربوط به یک گراف هستند. )0/25(
14 -)0/25( δ( )G =1 (0/25) و ∆ (G) = 3 الف(،

ae (0/25) گراف 3ـ منتظم یعنی درجهء همهء  و (0/25) ab ، (0/25) bd ، (0/25) ed ب(
رئوس 3 باشد. f و c که درجه شان 3 است.

حال اگر d به e و b وصل شود و a هم به b و e، آن گاه 
برابر 3 است، پس  با توجه به شکل درجهء تمام رئوس 

یک گراف 3ـ منتظم مرتبهء 6 داریم.
الف( در گراف 3ـ منتظم مرتبهء p، درجهء همهء رئوس برابر 3 است؛ پس تعداد یال ها- 15

اضافه  یال دیگر  یال، 6  تعداد  این  به  اگر  بود. طبق فرض  خواهد   )0/25( q
p

=
3

2

´

کنیم گراف کامل حاصل می شود. در نتیجه:
 3
2

6
1

2

p p p
+ =

-( )
 )0/25(  

kP است. p تعداد یال های گراف کامل p( )-1
2

که

 Þ + = - Þ - - =3 12 4 12 0
2 2p p p p p(0/25)  

 ⇒ − + = ⇒
= ⇒ = =

= −






( )( )p p

p q

p
6 2 0

6
3 6

2
9

2

(0/25)
(0/25)×

¡ ¡ ù
 

ب( باید یک گراف 3ـ منتظم مرتبهء 6 )�ه دارای 9 یال خواهد بود( رسم کنیم.

)0/25(       یا        

الف( مسیرهای abedc و adebc که طول جفتشان 4 است.- 16

 (0/25) abeda (0/25)    و     abcda ب(
البته می توانستیم دور cbedc را هم بنویسیم.

1 -1( d a d b| |, ) اگر و تنها اگر:  , )a b d= الف(

2( ∀ > ⇒ ≤m m a m b m d0: ,| |
(0/25)� �� ��

 )0/25(  

a b b a b bn n| | | |a [ , ]⇒ ⇒ = )0/25( چون:  [ , ] | |a b b= ب(

[ ] { , }|1 4 1
4

= Î = + Îx x k k   )0/25( پ( 
ت( 3 )0/25( و ۸ )0/25(. ببینید:

Aº + + + + + + º º
9 9 9

1 3 5 8 1 1 2 21 3  

 Aº - + - + - + º- º
11 11 11

2 1 1 8 5 3 1 3 8  

(0/25)
���

(0/25)
���

الف( درست )0/25(- 2
اگر تنها  و  اگر  است  جواب  دارای   ax b

m
º هم نهشتی معادلهء   )0/25( نادرست؛  ب( 

. ( , ) |a m b

3 - x x= Þ =1

2

1

4

2 )0/25( الف( نادرست، )0/25( مثال نقض: 
x2 از x بزرگ تر نیست. واضح است که

2 در نظر می گیریم: 2 2k k+ , ب( دو عدد صحیح زوج متوالی را

 A k k k k k k= + = + = +( )( ) ( )2 2 2 4 4 4 1
2

(0/25) (0/25)
� ����� ����� ��� ��  

k را  k( )+1 k ضرب دو عدد صحیح متوالی است. پس حتماً زوج است. لذا k( )+1 اما

 ⇒ = ′ = ′A k k4 2 8( ) )0/25( 2 نوشت: )0/25(  ¢k می توان به فرم
یعنی ضرب موردنظر مضرب ۸ است.

فرض می کنیم n فرد نباشد )فرض خلف(، پس n زوج است: )0/25(- 4

 n k n k k k k
k

= ⇒ = = = = ′ =
′

2 2 4 2 2 2
2 2 2 2( ) ( )(0/25)



)0/25( زوج  

n2 در تناقض است. لذا فرض خلف  n2 زوج می شود که این با فرض فردبودن یعنی
باطل و حکم برقرار است. )0/25(

5 -
 
1 1 4

x y x y
+ ³

+  

در طرف چپ مخرج مشترک می گیریم:
 Û

+
³

+

¯

x y

x y

xy

x y
4 )0/25(  

چون x و y مثبت هستند با عمل طرفین وسطین داریم:

 ⇔ + ≥ ⇔ + + ≥( )x y xy x y xy xy2
4 2 4(0/25) (0/25)  

 ⇔ + − ≥ ⇔ − ≥x y xy x y2 0 0
2(0/25) (0/25)( )  

رابطهء اخیر همواره برقرار است و همهء روابط برگشت پذیر هستند، لذا اثبات تمام است. )0/25(

6 - a b c| ± . باید نشان دهیم:  a c| a و b| فرض می کنیم

 
a b q b aq

a c q c aq

|
|

;

;

⇒ ∃ ∈ =

⇒ ∃ ′∈ = ′











(0/25)

(0/25)
 

از جمع و تفریق دو طرف تساوی داریم:
 b c aq aq a q q b c aq

q

± = ± ′ = ± ′ ⇒ ± = ′′
′′∈

(0/25) (0/25)( )
�
�  

⇒ ±a b c| (0/25)  
2 نشان می دهیم. فرض می کنیم- 7 3k + 2 و 1k + دو عدد صحیح و فرد متوالی را با

) باشد. در نتیجه: , )2 1 2 3k k d+ + =

 
d k

d k
d k k

|
|

| ( ) (
2 3

2 1

2 3 2 1
+

+






 → + − +

(0/25)

(0/25)

®òIÿU·¼ºI¤ )) |⇒ d 2 (0/25)  

. d = 2 d یا در نتیجه1=
d باشد که مسئله تمام است و هر دو عدد صحیح فرد متوالی نسبت به هم اول  =1 اگر

خواهند بود. )0/25(
d پس یک عدد زوج دو عدد فرد  k|2 1+ d و k|2 3+ d باشد آن گاه چون = 2 اگر

را عاد کرده است که این امکان ندارد. پس نسبت به هم اول اند. )0/25(
؛ - 8 b k|2 1 4+ + نتیجه: در   b a| + . طبق فرض4 a k= +2 است، پس1 فرد   a

2 هم فرد است پس مقسوم علیه آن، یعنی b نیز  5k + . )0/25( اما b k|2 5+ یعنی
فرد است. )0/25(



۴۱

مثال نقض: به مثالی كه نشان دهد يک نتيجه گيری كلی غلط است مثال نقض می گوييم.
 برای نتيجه گيری های كلی زير مثال نقض بياوريد.

 x y x y++ == ++ الف) برای هر عدد حقيقی x و y؛
ب) مجموع هر دو عدد گنگ، عددی گنگ است.
پ) مجموع هر دو عدد اول، عددی مركب است.

2 به ازای همۀ عددهای طبيعی n، عددی اول است. 1
2

n
++ ت) عدد

3 اول است. 4
n ++ ث) برای هر عدد طبيعی n، عدد

ج) هر عدد طبيعی را می توان به صورت مجموع اعداد طبيعی متوالی نوشت.
y آن گاه: = 9 x و =16  الف) قرار می دهيم

 

x y

x

y

+ = + =

= =

= =

ü

ý
ïï

þ
ï
ï

¹ +

9 16 5

16 4

9 3

5 4 3  

 3 3 0+ - =( ) - در نظر بگيريم، آن گاه:  3 3 و ب) اگر دو عدد گنگ را
و صفر عددی گوياست.

پ) برای دو عدد اول ۲ و ۳، مجموع آن ها ۵ می شود كه عددی مركب نيست.

n داريم: = 5 2 اول است، اما برای 1
2
n
+ n حاصل =1 2 3 4, , , ت) برای

 2 1 2 1 641 6700417
2 32
5

+ = + = ´  
كه عددی اول نيست.

n داريم: = 4 3 اول است، اما برای 4
n + ، حاصل n =1 2 3, , ث) برای

 3 4 81 4 85
4 + = + =  

و ۸۵ عددی اول نيست.
n گزاره برقرار نيست. زيرا عدد ۲ را نمی توان به صورت مجموع دو عدد  = 2 ج) برای

kÎ مثال نقض است.) ، n k= 2 طبيعی متوالی نوشت. (هر عدد به فرم
 ديديم كه مثال نقض، روشی برای نشان دادن نادرستی يک گزاره است. برای 
اثبات درستی يک گزاره، روش های مختلفی وجود دارد كه عبارت اند از: اثبات با در 
نظر گرفتن همۀ حالت ها، اثبات مستقيم، اثبات غيرمستقيم يا برهان خلف و اثبات 

به روش بازگشتی.

گاهی برای اثبات يک گزاره لازم است همۀ موارد ممكن در مورد مسئله را در نظر بگيريم.

n عددی زوج است. n2 ++ ،n ثابت كنيد برای هر عدد طبيعی 
 با در نظر گرفتن همۀ حالت های ممكن برای n، مسئله را اثبات می كنيم.

 n k= 2  ; kÎ  n زوج باشد، در اين صورت: 

 Þ + = + = + = + = ¢
¢

n n k k k k k k
k

2 2 2 2
2 2 4 2 2 2 2( ) ( ) k���  

n زوج است. n2 + پس

 n k= +2 1  ; k WÎ  n فرد باشد، در اين صورت: 

 Þ + = + + +n n k k2 2
2 1 2 1( ) ( )  

 = + + + + = + + = + + = ¢
¢

4 4 1 2 1 4 6 2 2 2 3 1 2
2 2 2k k k k k k k k

k

( )� �� ��  

n زوج است. n2 + پس همواره

 x
2 2

1

4

(x )++ x و AÎÎ B. اگر == { , }3 4 A و == { , , , , }1 2 3 4 5  فرض كنيد

. x BÎÎ زوج باشد، ثابت كنيد
، مسئله را ثابت می كنيم. x AÎ  با در نظر گرفتن همۀ حالت های

 x x x
= Þ

+
= ´ =1

1

4

1 4

4
1

2 2( )  

حاصل زوج نيست، پس مورد بحث قرار نمی گيرد.

 x x x
= Þ

+
= ´ =2

1

4

4 9

4
9

2 2( )  

حاصل زوج نيست، پس مورد بحث قرار نمی گيرد.

 x x x
= Þ

+
= ´ =3

1

4

9 16

4
36

2 2( )  

x عضو B است. = 3 حاصل زوج است و مشخص است كه

 x x x
= Þ

+
= ´ =4

1

4

16 25

4
100

2 2( )  

x عضو B است. = 4 حاصل زوج است و مشخص است كه

 x x x
= Þ

+
= ´ =5

1

4

25 36

4
225

2 2( )  

حاصل زوج نيست، پس مورد بحث قرار نمی گيرد.
 با در نظر گرفتن همۀ حالت های ممكن، ثابت كنيد حاصل ضرب هر سه عدد 

طبيعی متوالی همواره بر ۶ بخش پذير است.
n زوج  n2 + ،n برای هر عدد طبيعی  ثابت كرديم  اين بخش  اول   در مثال 

 n n n n2
1+ = + =( ) ضرب دو عدد متوالی است. 

يعنی ضرب دو عدد متوالی، همواره زوج است و در نتيجه ضرب سه عدد متوالی نيز 
همواره زوج خواهد بود؛ پس بر ۲ بخش پذير است. در ادامه نشان می دهيم ضرب سه 
عدد متوالی بر ۳ هم بخش پذير است كه از اين دو نتيجه می گيريم كه ضرب سه عدد 

متوالی بر ۶ بخش پذير است.
n داريم: k= +3 2 n و k= +3 1 ، n k= 3 با در نظر گرفتن حالت های

 n k n n n k k k= Þ + + = + +3 1 2 3 3 1 3 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

 = + + = ¢
¢

3 3 1 3 2 3( ( ) ( )) kk k k
k
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 n k n n n k k k= + Þ + + = + + +3 1 1 2 3 1 3 2 3 3( ) ( ) ( ) ( ) ( )  
 = + + + = + + + = ¢

¢

( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ))3 1 3 2 3 1 3 3 1 3 2 1 3k k k k k k k
k

� ���� ����  

 n k n n= + Þ + + = + + +3 2 1 2 3 2 3 3 3 4( ) (n ) ( k ) ( k ) ( k )  

 = + + + = + + + = ¢
¢

( ) ( ) ( ) ( ) (( ) ( ) ( ))3 2 3 1 3 4 3 3 2 1 3 4 3k k k k k k k
k

� ���� ����  

نتيجه در  است.   ۳ مضرب   n n n( ) ( )+ +1 2 ممكن، حالت  سه  هر  در  پس 
n مضرب ۶ است. n n( )( )+ +1 2



۴۲

در روش مستقيم به كمک فرض و با استفاده از حقايقی كه درستی آن ها را پذيرفته ايم، 
حكم را نتيجه می گيريم.

8 است. 1q ++  نشان دهيد مربع هر عدد فرد به صورت
 فرض می كنيم n عددی فرد باشد، آن گاه: 

 n k k n k k k k k= + Î Þ = + = + + = + +2 1 2 1 4 4 1 4 1 1
2 2 2, ( ) ( )� ��� ��  

k دو عدد متوالی اند، پس حاصل ضرب آن ها همواره زوج است. در نتيجه +1 اما k و

 n q q2
4 2 1 8 1= + = +( ) ؛ بنابراين:  k k q( )+ =1 2

كنيد؛ ثابت  باشد،  فرد  عددی   ab و  باشند  صحيح  عدد  دو   b و   a اگر   

a زوج است. b2 2++

 می دانيم حاصل ضرب دو عدد صحيح a و b زمانی فرد است كه هر دوی آن ها 
 ab = Þ فرد =a ، فرد b = فرد فرد باشند، پس: 

8 است. در نتيجه: 1q + در مثال قبل ثابت كرديم مربع هر عدد فرد به صورت
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a b q q
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در روش برهان خلف، فرض می كنيم كه حكم نادرست باشد، سپس با استفاده از اين 
فرض (�ه فرض خلف ناميده می شود) و فرض اوليه و حقايقی كه از قبل درستی آن ها را 

پذيرفته ايم، به يک نتيجۀ غيرممكن يا متضاد با فرض اوليه می رسيم.

n2 عددی گنگ باشد، آن گاه n نيز   به روش برهان خلف ثابت كنيد؛ اگر
عددی گنگ است.

 فرض می كنيم n گنگ نباشد (فرض خلف)، در نتيجه n گوياست. می دانيم 
با  نتيجه  اين  نيز گوياست.   n n n´ = 2 حاصل ضرب هر دو عدد گويا، گوياست. پس
 n گنگ است» متضاد است. بنابراين فرض خلف باطل و n2 فرض اوليۀ مسئله كه «

گنگ خواهد بود.
 به روش برهان خلف ثابت كنيد؛ معكوس هر عدد گنگ، گنگ است.

 ابتدا مسئله را به زبان رياضی بيان می كنيم: می خواهيم ثابت كنيم: اگر x گنگ 

1x گنگ نباشد، (فرض خلف) پس 1x نيز گنگ است. برای اثبات فرض می كنيم باشد، آن گاه

a b, Î ،a و b ab است كه¹0 1x گويا است. بنابراين برابر عدد گويای ناصفری مانند

 1x
a
b

x b
a

= Þ = = گويا  

يعنی x هم گويا است و اين با فرض اوليۀ مسئله در تضاد است. بنابراين فرض خلف 
باطل و حكم برقرار است.

n2 مضرب ۵ باشد،   به روش برهان خلف ثابت كنيد؛ اگر n عدد طبيعی و
آن گاه n نيز مضرب ۵ است.

 فرض می كنيم n مضرب ۵ نباشد (فرض خلف) در نتيجه از تقسيم n بر ۵، 
 n q r= +5 ، r =1 2 3 4IÄ IÄ IÄ باقی ماندۀ غيرصفر خواهيم داشت: 

 Þ = + +n q qr r2 2 2
25 10  

 = + + = +5 5 2 5
2 2 2( ) rq qr k r
k

��� ��  

 n k2
5 1= + ، آن گاه:  r اگر1=

 n k2
5 4= + ، آن گاه:  r = 2 اگر

 n k k k
k

2

5 1

5 9 5 5 4 5 4= + = + + = ¢ +
+( )


، آن گاه:  r = 3 اگر

 n k k k
k

2

5 3

5 16 5 15 1 5 1= + = + + = ¢ +
+( )

��� ، آن گاه:  r = 4 اگر

n2 نمی تواند مضرب ۵  n2 در تقسيم بر ۵، دارای باقی ماندۀ غيرصفر است؛  يعنی پس
باشد و اين نتيجه با فرض اوليه متضاد است. پس فرض خلف باطل و حكم برقرار است.

دو حكم را معادل يا هم ارز می گوييم هرگاه بتوان درستی هر يک را از درستی ديگری 
نتيجه گرفت. گاهی برای اثبات يک حكم، آن  را به حكمی ساده تر تبديل می كنيم كه با 
حكم اوليه هم ارز باشد و اين كار را آن قدر ادامه می دهيم تا به حكمی برسيم كه درستی 

آن معلوم است.
به اين ترتيب بازگشت از حكم آخر، درستی حكم اوليه را نتيجه می دهد. به اين روش، 

اثبات بازگشتی می گوييم.
 xy

y
x++ ³³ 2 x آن گاه  y, >> 0  به روش بازگشتی ثابت كنيد؛ اگر

 xy
y
x

x y
xy

+ ³ Û
+

³2 2
2 2

 

كل نامساوی را در xy ضرب می كنيم. چون x و y هر دو مثبت هستند، جهت نامساوی 

 Û + ³x y xy2 2 2 عوض نمی شود. 

 Û + - ³x y xy2 2
2 0  

 Û - ³( )x y 2
0  

رابطۀ آخر همواره برقرار است و تمامی روابط برگشت پذيرند. بنابراين حكم ثابت شده است.

 به روش بازگشتی نشان دهيد برای هر سه عدد حقيقی x و y و z داريم: 

 x y z xy yz zx2 2 2++ ++ ³³ ++ ++  

 كل نامساوی را در عدد ۲ ضرب می كنيم:
 x y z xy yz zx2 2 2+ + ³ + +  

 Û + + ³ + +2 2 2 2 2 22 2 2x y z xy yz zx  

 Û + + + + + ³ + +x x y y z z xy yz zx2 2 2 2 2 2 2 2 2  

 Û + - + + - + + - ³( ) ( ) ( )x y xy x z zx y z yz2 2 2 2 2 2
2 2 2 0  

 Û - + - + - ³( ) ( ) ( )x y x z y z2 2 2
0  

رابطۀ آخر همواره برقرار است و تمامی روابط برگشت پذيرند پس حكم ثابت شده است.

n2 هم ارزند؟ چرا؟  اگر n يک عدد طبيعی باشد آيا زوج بودن n و زوج بودن

زوج است. n2 Û n زوج است.  بله هم ارزند. برای اثبات بايد نشان دهيم: 
 فرض می كنيم n زوج باشد، آن گاه:

 n k n k k
k

= Þ = = = ¢
¢

2 4 2 2 2
2 2 2( ) k



 

n2 هم زوج است. پس

نيز زوج است. به   n باشد آن گاه نشان می دهيم  n2 زوج   فرض می كنيم
روش برهان خلف؛ فرض می كنيم n زوج نباشد. (فرض خلف) پس n فرد است.

 n k n k k k= + Þ = + = + +2 1 2 1 4 4 1
2 2 2( )  

 = + + = ¢ +
¢

2 2 2 1 2 1
2( )k k k
k

��� ��  

n2 متضاد است. پس فرض خلف باطل  n2 نيز فرد می شود كه با فرض زوج بودن يعنی
و حكم برقرار است.
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